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Losungsvorschlage zur Serie 13

Aufgabe 1

a) Um eine inhomogene lineare DGL 2. Ordnung y” (x)+ay’(x)+by(x) = g(x)
mit konstanten Koeffizienten zu 16sen, 16sen wir zunéchst die dazugehorige
homogene DGL. In diesem Fall also y” (z) + 2y(z) = 0. Diese DGL besitzt
die charakteristische Gleichung A? + 2 = 0 mit nicht-reellen Losungen
A1/2 = +iv/2. Somit ist die allgemeine Lésung der DGL y” (z) +2y(z) = 0
gegeben durch

yo(z) = Cy sin(vV2z) + Cy cos(vV2x) mit Cq,Cs € R.

Die (allgemeine) Losung der inhomogenen DGL ldsst sich dann schreiben
als Summe der allgemeinen Losung yo(z) der homogenen DGL und einer
beliebigen partikuldren Losung y,(z) der inhomogenen DGL, also y(z) =
Yo(x) +yp(x). Um y,(x) zu finden, machen wir den Ansatz y,(z) = Az?+
Bz + C, da es sich bei der Storfunktion g(z) um ein Polynom 2. Grades
handelt und in unserer DGL y"(x) + ay’(z) + by(x) = g(x) der Koeflizient
b # 0 ist (siehe Folie 55, Kapitel 11).

Mit unserem Ansatz gilt y;(z) = 24 und somit eingesetzt in die inhomo-
gene DGL

y"(z) + 2y(x) = 2A + 2(A2® + Bz + C) = g(z) = 2.

Durch Vergleichen der Koeffizienten folgt A = %, B =0und C = —%.
Somit ist eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung

1 1
Yp(x) = 5332 ~ 3
und die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

y(@) = yo(x) + yp(x) = C1 sin(v2z) + C; cos(V2z) + %xQ - %

Nun kénnen wir die spezielle Losung der inhomogenen DGL finden, die
wir suchen. Mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und ¢'(0) = 0 folgt

Cy = % und C; = 0. Die gesuchte Losung ist also

1 1 1
y(z) = 3 cos(V2x) + §x2 — 3



b) Wir verfahren wie in Teilaufgabe a). Die homogene DGL lautet 2y" (z) —
y'(x) — 6y(x) = 0 oder auch umgeschrieben

1
y'(x) = 5y (@) = 3y(z) = 0
und besitzt die charakteristische Gleichung A% — %)\ — 3 = 0 mit reellen
Losungen A\ = 2 und Ay = —%. Somit ist die allgemeine Losung der
homogenen DGL gegeben durch

yn(z) = C1e*™ + Cy e 8 mit Cp,Cy € R.

Um eine partikulére Losung y,(x) der inhomogenen DGL zu finden, ma-
chen wir dieses Mal den Ansatz y,(z) = Ae3*, da es sich bei der Stérfunk-
tion um g(z) = €3 handelt und 3 nicht eine Lésung der charakteristischen
Gleichung ist (siehe Folie 56, Kapitel 11).

Mit unserem Ansatz gilt y/(z) = 3Ae*” und y/(x) = 9Ae®”. Einsetzen in
die inhomogene DGL liefert

2 (z) — o () — 6y(z) = 18463 — 3Ae3™ — 643 = g(z) = €.

Es folgt A = % und somit ist eine partikulire Losung der inhomogenen
Gleichung

1631 )
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Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist also

Yp(T) =

1
y(x) = yo(x) + yp(z) = C4 e 4+ Oy e BT 4 663” mit Cq,Cs € R.

¢) Wir verfahren wie oben. Die homogene DGL lautet y”(z) — y(z) = 0 und
besitzt die charakteristische Gleichung A2 — 1 = 0 mit reellen Losungen
A1/2 = £1. Somit ist die allgemeine Losung der homogenen DGL gegeben
durch
yp(x) =Cre” + Cye™" mit Cq,Cs € R.

Fiir die partikulidre Losung y,(z) der inhomogenen DGL, machen wir die-
ses Mal den Ansatz y,(z) = Aze”, da es sich bei der Stérfunktion um
g(x) = 3e* handelt und 1 eine einfache Losung der charakteristischen
Gleichung ist (siehe Folie 56, Kapitel 11).

Mit unserem Ansatz gilt y; (z) = 2Ae” + Awe®. Einsetzen in die inhomo-
gene DGL liefert

. 1
y"(z) — y(z) = 24" + Aze® — Ave® = g(z) = iex.

Es folgt A = i und somit ist eine partikulire Losung der inhomogenen

Gleichung
1

yp(x) = Zwe“.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist also

1
y(x) =yo(x) + yp(z) =C1e* + Coe™ + erI mit C1,Cs € R.



d) Wir verfahren wie oben. Die homogene DGL lautet y”(z) + y(z) = 0
und besitzt die charakteristische Gleichung A\? + 1 = 0 mit nicht-reellen
Losungen A; /o = 4. Somit ist die allgemeine Losung der homogenen DGL
gegeben durch

yo(x) = Cy sin(x) + Cs cos(x) mit Cy,Cs € R.

Fiir die partikuldre Losung y,(z) der inhomogenen DGL, machen wir die-
ses Mal den Ansatz y,(x) = Asin(2z) + Bcos(2z), da es sich bei der
Storfunktion um g(x) = sin(2z) handelt und 2i keine Losung der charak-
teristischen Gleichung ist (siehe Folie 57, Kapitel 11).

Mit unserem Ansatz gilt y, () = —4Asin(2z) — 4B cos(2z). Einsetzen in
die inhomogene DGL liefert

y"(z) + y(z) = —3Asin(2z) — 3B cos(2z) = g(z) = sin(2x).

Vergleich der Koeffizienten liefert B = 0 und A = f% und somit ist eine
partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung

1
yp(x) = —3 sin(2z).
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist also
1
y(x) = yo(x)+yp(x) = Ci sin(z)+Co cos(x)—g sin(2x) mit Cq,Cs € R.

Mit den gegebenen Bedingungen y(0) = 0 und ¢/(0) = % folgt fiir die
gesuchte spezielle Losung Co = 0 und Cy =1, also

y(x) = sin(x) — %sin(2:v).

Aufgabe 2

a) Mogliche Parametrisierungen der Wege 1 und 2 sind

m:o ()= <§Eg) = (;2) mit 0 < <2
e 0= () -

yt) (22t) mit 0 < ¢ < 2.

b) i) Wir rechnen I} = / F - d7 aus und gehen dabei wie in der Vorle-
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sung vor.
Wir haben in Teilaufgabe a) die Kurve v; schon durch einen Para-
meter ¢ ausgedriickt. Nun wollen wir auch das Vektorfeld ? entlang
der Kurve 77 durch diesen Parameter beschreiben. Das erfolgt durch
Einsetzen des Ortsvektors 7 (¢) der Kurve in das Vektorfeldes

Fa(t),y(t) = (xy((tt))2> - (?) '



Anschliessend miissen wir den Ortsvektor 7(t) der Kurve 7, ableiten
und das Skalarprodukt ?E‘ -7 bilden

ﬁ:@) und ?E.?:(§§>.<§t):t2+2t3.

Schliesslich integriert man das berechnete Skalarprodukt in den Gren-
zen des Parameters ¢t und das ist das gesuchte Integral

2
2
11:/ ?-d?:/ (t2+2t3)dt=§+8=3—.
Y1 0 3 3

ii) Ortsvektor 7 (t) der Kurve 5 in Vektorfeld F einsetzen

F(a(t),y(t) = (f((f)2> - ((2 : t)Z)'

Ortsvektor 7 (t) der Kurve v, ableiten und Skalarprodukt FE.-7
bilden

P = (_01) wd  FE.7 = ((2 ft)Q) . <_01) _—

Skalarprodukt in den Grenzen von t integrieren

2
I, = F-d?:/—mt:—s.
Y2 0

iii) Ortsvektor 7 (t) der Kurve 3 in Vektorfeld F cinsetzen

P - (40 - (5.

Ortsvektor 77 (t) der Kurve 3 ableiten und Skalarprodukt FE.7
bilden

Po(8) wa Fer-(100)(4)-

Skalarprodukt in den Grenzen von t integrieren

13:/%7%7:/040(#:0.

J:gﬁﬁ.d?:y—sﬂ):g
% 3 3

Es folgt also



Aufgabe 3

a) Zuerst brauchen wir eine Parametrisierung der Kurve C' durch einen Orts-
vektor 7 (t). In diesem Fall kénnen wir direkt

r(t) = @8) = (;3) mit —2<¢< 1.

wiihlen. Jetzt konnen wir wie in Aufgabe 2 das Kurvenintegral ausrechnen.

Ortsvektor 7 (¢) der Kurve C' in Vektorfeld F einsetzen
(t+
Flatu) = (5 ).

Ortsvektor 7 () der Kurve C ableiten und Skalarprodukt FE.7 bilden

- (312) wd  FE-7 =t+ 76— 365,

Skalarprodukt in den Grenzen von t integrieren

! 1 7 1
/?-d7=/ (t+ 73 = 3t°) dt = <t2+t4—t6>
C -2 2 4 2

b) Zuerst brauchen wir wieder eine Parametrisierung der Kurve C' durch
einen Ortsvektor ?)(t) Da es sich um den Einheitskreis handelt mit Start-
punkt (1,0) und im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen, bietet sich folgende
Parametrisierung an

_ (z(®)\ _ [cos(t) .
r(t) = (y(t)) = (sin(t) mit 0 < ¢t < 27.
Jetzt konnen wir wie in Aufgabe 2 das Kurvenintegral ausrechnen.

Ortsvektor 7 (t) der Kurve C' in Vektorfeld F einsetzen

Pt = (0 ).

cos(t)

Vo1s

1

-2

Ortsvektor 7 (t) der Kurve C ableiten und Skalarprodukt FE -7 bilden

s _ (—sin(®) un ;.7 = — cos(t) sin
7<Cos<t)> 4 FE-7 (t) sin(t) + 1.

Skalarprodukt in den Grenzen von t integrieren

/C?-d? - /OQW(—cos(t) sin(t) + 1) dt = (;cos(t)2+t>

27
= 27.

0



Aufgabe 4

a) Der Deckel ist eine Kreisfliche auf der Hohe z = 4 mit Radius 2, da auf
dieser Hohe fiir das Paraboloid 4 = z = 22 + 32 gilt. Wir kénnen als
Parametrisierung des Deckels also

x(u,v) u cos(v)
7(u,v) = | y(u,v) | = | usin(v) mit0<u<2und 0<v <27
z(u,v) 4

wéihlen. Fiir das Ausrechnen des Oberflichenintegrals gehen wir nun wie
in der Vorlesung vor.

Zuerst wird auch das Vektorfeld ? durch die Parameter u, v beschrieben.
Das erfolgt durch Einsetzen des Ortsvektors 7(u,v) der Fléche in das
Vektorfeld
ucos(v)
?(x(u, v),y(u,v), z(u,v)) = usin(v)
wcos(v) — 16

Anschliessend bildet man die partiellen Ableitungen des Ortsvektors 7(u, v)
nach den Parametern u und v

cos(v) —u sin(v)
_u> = O:;— = | sin(v) und E,) = %? = | ucos(v)
b 0 v 0

Dann bildet man das Vektorprodukt Ej X E,) und danach das Skalarprodukt

7. (EZ X a)) In unserem Fall

= = 0 0 = =

ty Xty = 0 =10 und F-(tuxtv) = u? cos(v)—16w.
ucos(v)? + usin(v)? u

Schliesslich integriert man das berechnete Produkt ¥ (EI X t_g) in den
Grenzen der Parameter v und v und erhilt das gesuchte Integral

// ?«dz/OQ/O%(UQCOS(U)IGU)dvdu

Deckel
27
= / (u?sin(v) — 16uv)| du
0 0
2

= 7327r/ u du

0
= —647.

b) Die Parametrisierung der Fliche ist schon gegeben. Wir kénnen somit
direkt den Ortsvektor 7(u, v) der Fliche in das Vektorfeld ? einsetzen

ucos(v)
?(as(u, v),y(u,v), z(u,v)) = usin(v)

wcos(v) — u?



Dann partielle Ableitungen des Ortsvektors 7(u, v) nach den Parametern
u und v bilden

o 97 cos(v) o 97 —usin(v)
ty, = — = | sin(v) und ty = — = | wucos(v)
ou 2u ov 0

Dann bildet man das Vektorprodukt Ej X Ej, also

. —2u? cos(v)
ty X t, = | —2u?sin(v)
u

Wie im Hinweis erwahnt, zeigt dieser Vektor auf der ”Mantelfliiche” nach
innen (sieht man durch Einsetzen). Da wir aber den Fluss von innen nach
aussen berechnen wollen, drehen wir das Vorzeichen um. Somit berechnen
wir anschliessend das Skalarprodukt

F. (—Ej X t_v>) = 2u® — u? cos(v) + u°.

Das berechnete Produkt F - (ty X t, ) wird schliesslich in den Grenzen der
Parameter u und v integriert

Fdd = /02 /02ﬂ(2u3 — u? cos(v) + u”) dv du

Mantelfliche
21

2
= / (2u*v — u? sin(v) + uSv) . du
0

2

= 271'/ (2u® 4+ ) du

0
112
= —7
3
c¢) Der Fluss des Vektorfeldes ? durch die geschlossene Flidche A von innen
nach aussen ist somit

#? dA = //?dﬁ + // Fodd = —647r+g7r——@7r

3
Deckel Mantelflache



