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Aufgabe 1

Es handelt sich um ein Linienintegral eines Vektorfeldes in der Ebene entlang
einer geschlossenen Kurve. Wenn wir die Komponenten von

Fon= (32) - (2

? durch

Q(z,y)

beschreiben, dann besagt die Formel von Gauss-Green, dass

p#av- | (i@(w) - ;yP(x,y)> a4,

wobei A die durch die Kurve C' eingeschlossene Gebiet ist. Auf der rechten Seite
steht ein normales Doppelintegral. In unserem Fall ist

0 0
a?QLT’y) - aiyp(x7y) =2r—1

und A ist die durch =1, 72 und -3 begrenzte Fliche, die man schreiben kann als

A={(z,y) eR?*|0< 2 <2, 22 <y<4).
Wir erhalten

//A (%Q(%y) - %P(x,y)) JA — /02 /934

2z — 1dydx
2
2 4 2
:/ <2xy—y‘ )dx:/Sx—4—2x3+x2da:
0 z? 0
4 3 |2
:4:1:27491073£+aL :§-
2 31, 3

Wir haben berechnet

yi?-d?:?

was mit dem direkt berechneten Resultat in Aufgabe 2 Serie 13 iibereinstimmt.



Aufgabe 2

a) Eine mogliche Parametrisierung der Kurve ist
0 .
= <t <10.
7 (t) (_5 +t) mit 0 < ¢ < 10
Somit gilt

FT@0) = (‘50+ t) wmd () = (g) und somit  F-7 = 0.

Das Kurvenintegral ist also

/C?-d?:/;()oclt:o.

b) Es gilt a%Q(:c, y)— a%P(x, y) = —1 —1 = —2 und somit ist das Doppelin-
tegral

25
// —2dxdy = —2 - Flache von A = —2 - 27r = —257.
A

¢) Wenn wir die Kurven C' und C’ aus Teilaufgabe a) und b) zusammenfiigen,
erhalten wir eine geschlossene Kurve C' welche die Halbkreisfliche A aus
Teilaufgabe b) begrenzt. Mit der Formel von Gauss-Green gilt somit

%? d7 = //( aayp(x,y)) dA.

=—257 aus b)

Da die Kurve C aus C und C” zusammengesetzt ist, gilt fiir die linke Seite
yﬁ?-d?:/?-d—}w Fdv.
e} C ol

=0 aus b)

Somit schliessen wir direkt

F.d7 = —25r.

C

Alternativ: Das Kurvenintegral konnen wir auch direkt ausrechnen. Eine
mogliche Parametrisierung der Kurve C’ ist

_ (5cos(t) LT 3
T(t) = <5Sm<t)> mit o <t < S
Somit gilt
F(?(t)) = (_5;?;220 und ?(t) = (55021;%)) und somit F? = —25.

Das Kurvenintegral ist also

/ ?d?:/z _95dt = —257.



Aufgabe 3

a) Zuerst rechnen wir das Linienintegral direkt aus. Wir teilen dafiir die
Kurve C' in drei Abschnitte C' = Cy 4+ Cy + C3 und parametrisieren die
Teilkurven einzeln

t
—<0> mit 0<t<1
:(1) mit 0 <t<1
1
03:?(]5):((175)3) mit 0 <t <1

Cs: ?(?(t)) = ( ) und somit F -7 = — (1 —1)5.
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Die einzelnen Linienintegrale sind somit

/Cl?-d?:/olOdt:0
/C ?-d?:/lldtzl

/CB? d7 = /fflft% 2 2(1703

Das gesuchte Linienintegral ist also

%?-d?: ?-d?+/ Foavs | FoaP—0+1-2=
C Cy Ca 8

C3

ool w

Jetzt rechnen wir das Linienintegral mit der Formel von Gauss-Green aus.
P(z,y)
Mit F( xy)_< : >folt
v P = (1) = (i) e
¢?~d7:// 2Q(xy) 3 P(z,y) ) dA = //32931: ) dy dx
C A ox ’ 5
1
= / 23 dr = §
0 8

b) Zuerst rechnen wir das Linienintegral direkt aus. Wir teilen dafiir die Kur-
ve C in zwei Abschnitte C' = C7 + Cy und parametrisieren die Teilkurven

m



einzeln

C’1:7(t)—(_2+t> mit 0 <t <4

02:7)“):(442) mit —2 <t <2,

Somit gilt

0

o ?(?(t))=<(‘2+t)2> und ?(t):(é) und somit B -7 = (=24 1)2

C - ?(7@)):(3) und ?(t):(__;t) und somit F -7 = —4.

Die einzelnen Linienintegrale sind somit
/ ?-d?:/ (—2+t2)dt:/ A dt+2dt=="
Cy 0 0 3
2
F.dv :/ —4dt = —16.
Cs —2

Das gesuchte Linienintegral ist also

;ﬁ?-d?:/ Foarvs [ Foar=2_16=_32
C Ch Ca

Jetzt rechnen wir das Linienintegral mit der Formel von Gauss-Green aus.

iy

5150?- a7 = //A <aax@(x,y) - aayP(:zr,y)) dA = /22 /04362 “1dydz

2
:/ x274dx:f¥.
—9 3

Zuerst rechnen wir das Linienintegral direkt aus. Wir teilen dafiir die
Kurve C' in drei Abschnitte C = Cy 4+ Cy + C3 und parametrisieren die
Teilkurven einzeln

01:7(t):(t> mit 0 <t <1
02:?(15)_(1) mit 0 <t <2

C;;:?(t):(lt) mit 0 < ¢ < 1.
Somit gilt

o F(R@) = (8) wd  F(t) = (é) und somit  F -7 =0
Co: F(P() = <t€,> und  F(t) = <0> und somit B -7 = 3
' )

2

_ (:1> wnd F -7 = —2(1— )2 — 16(1 — £)°.



Die einzelnen Linienintegrale sind somit

1
?-d?:/ 0dt =0
Cq 0

2
. = 3 =
/02? d7v /Otdt 4
/Cgﬁ-d?:/01—2(1—15)2—16(1—t)5dt=5(1—t)3+§(1—t)6 -2

Das gesuchte Linienintegral ist also

%?.ﬁ: Foavs [ Boavs [ Foav—ova- -2,
] . . 373

Cs
Jetzt rechnen wir das Linienintegral mit der Formel von Gauss-Green aus.

Mit (2, y) = ( xy) _ (P (I’y)> folgt

z?y? Q(x,y)

yﬁcﬁ. o7 = //A (i@(m,y) - ;)yp(x,y)> A = /01 /Ozm(Zmy3—x) dy dz
2

1 1 2z 1
z/ —zyt —xy dacz/ 85 — 222 dx = =.
0o 2 0 3

0

Aufgabe 4

a) Die Parametrisierung ist schon gegeben

0
7(t) = | cos(t) mit 0 < ¢t < 2.
sin(t)

Somit gilt eingesetzt in das Vektorfeld

cos(t) S(ltr)l(t) cos(t) sin(t)
sSin .
F(P(t) = ~w | = | 0
ORI cos(t)
Weiter ist
) 0 ‘
?(ﬂ =1~ Sin(t) und somit ? 7= Sin(t)2 4+ COS(t)2 =1.
cos(t)

Das Kurvenintegral ist also

/C?wl?/o%ldt%r.



b) Sei C; der erste Abschnitt, also die Kurve von (1,0,0) nach (0, 1,0). Eine
mogliche Parametrisierung dieser Kurve ist

1-1¢
TH)y=1| ¢t mit 0 <t < 1.
0
Somit gilt
t . _1 .
?(7@)) = 0 und 7)) =| 1 und somit Fi =t
(1—1t)2 0

Das Kurvenintegral entlang C ist also
! 1
/ Fodav=[ tdt=—-.
o3 0 2

Sei Cy der zweite Abschnitt, also die Kurve von (0, 1,0) nach (0,0, 1). Eine
mogliche Parametrisierung dieser Kurve ist

0
TH)=[1-1 mit 0 < ¢ < 1.
t
Somit gilt
1—t . 0 _
Fre)=| o wd () = [ -1 und somit  F-7 = 0.
0 1

Das Kurvenintegral entlang C5 ist also

/02?-d7:/010dt:0.

Sei C3 der dritte Abschnitt, also die Kurve von (0,0,1) zuriick nach
(1,0,0). Eine mogliche Parametrisierung dieser Kurve ist

t
7= o mit 0 <t < 1.
1—t
Somit gilt
0 . 1 .
Fre) = |ta-0 wmd  T@E) =0 und somit  F-7 = —t2.
t? -1

Das Kurvenintegral entlang C ist also
! 1
?-d?:/ —t2dt = —=.
Cg 0 3

Insgesamt erhalten wir fiir das gesuchte Integral

y%?d?:/@?-d?+/@?-d7+ ?-d?:—%w—%:—?.

C3



c¢) Eine mogliche Parametrisierung der Kurve ist

T(t) = (_5 JQF 10t) mit 0 <t < 1.

Somit gilt

?(?(t))—(5_210t> und 7¥>(t)—<10> und somit

Das Kurvenintegral ist also

1
/?-d?:/ 20 dt = 20.
C 0

Aufgabe 5

a) Wir nennen die 5 Teilflichen Ay, A, As, Ay, As.

T = 9.

i) Sei A; der Boden (0,0,0), (2,0,0), (2,2,0),(0,2,0). Eine Parametri-

sierung dieser Fléache ist

u
7(u,v): v mitd<u<2und 0<v<2.
0
Es gilt
1 0 0
tu:@: 0 und tv:@: 1 und somit t,xt, = [0
ou 0 ov 0 1

Der Vektor t,, x t, steht zwar senkrecht auf dem Boden Ay, zeigt aber
in den Ko6rper V hinein. Somit rechnen wir mit —¢,, x t,, weiter. Wir

finden

?(7(%1})) = :j und . (—ty x t,) =0.
0

//?-dﬁ:/gz/:()dudvzo.

Daraus folgt

ii) Sei Ay das vordere Dreieck (2,0,0), (2,2,0), (2,2,1). Eine Parame-

trisierung dieser Fléche ist

2
7(u,v): U mit0<u<2und 0<v<

IS



iii)

iv)

Es gilt

0 0
ty = @ = |1 und ¢, = @ =10 und somit ¢, Xt, =
ou 0 ov 1

Der Vektor t, x t, steht senkrecht auf As und zeigt auch nach aussen.
Wir finden

2
F(?(u,v)) = u und  F- (ty X ty) = 2.
2v

//?dZ:/:/O;zdvduzz

Sei As das hintere Dreieck (0,0,0), (0,2,0), (0,2,1). Eine Parame-
trisierung dieser Fléche ist

Daraus folgt

0

?(u,v): U mitOSuSQundOSvgg.
v
Es gilt
0 0
T o7
tu=—=11 und t,=—=10 und somit &, xt, =
ou 0 v 1

Der Vektor t, X t, steht senkrecht auf dem Dreieck As, zeigt aber
in den Korper V hinein. Somit rechnen wir mit —¢,, x t,, weiter. Wir
finden

0
F(Pwo) = u und B (—ty X ty) = 0.

2v

//F.dﬁz/:/ogocwduzo.

Sei A4 die senkrechte Seitenfliche (0,2,0), (2,2,0), (2,2,1),(0,2,1).
FEine Parametrisierung dieser Fléche ist

Daraus folgt

U
7(u,v): 2 mitd<u<2und 0<v<1.
v
Es gilt
- 1 — 0
ty = 8— =10 und t, = 8—T =10 und somit t,xt, =
ou 0 ov 1

1
0
0

1
0
0



Der Vektor t, X t, steht senkrecht auf der Fliche A4, zeigt aber in
den Korper V' hinein. Somit rechnen wir mit —¢, x ¢, weiter. Wir
finden

F(7 (o) = | 2 wmd o (ty X t) = 2.

//?-dﬁ:/:/olzdudu:4.

v) Sei Aj die schrige Deckfldche (0, 0,0), (2,0,0), (2,2,1),(0,2,1). Eine
Parametrisierung dieser Fléche ist

Daraus folgt

U
7(u,v): v mit0<u<2und 0<v <2,
%
Es gilt
1 0
o7
tu=—=10 und tv:@: 1 und somit t, xt, =
ou 0 ov 1
2

Der Vektor t, x t, steht senkrecht auf der Fliche A5 und zeigt auch
effektiv vom Koérper V' nach aussen. Wir finden

?(7(% v)) = Z und  F- (ty X t,) = %

Daraus folgt

2 2
//?~d2=/ / 2 dvdu = 2.
o Jo 2
As
Insgesamt finden wir

#?.d2:0+2+0+4+2:8.
A

b) Die Divergenz von ? ist in unserem Fall
div(F)=1+1+2=4.

Wir miissen fiir das Dreifachintegral also die Funktion 4 tiber dem Volu-
men V integrieren und erhalten

///V div(F)dV = 4 ///V dv

=4 - Volumen des Korpers
2-2-1

= 8

Das Resultat stimmt in der Tat mit dem Resultat in a) iiberein.

=4

—_
N|—



Aufgabe 6

Es handelt sich um ein Oberfldchenintegral eines Vektorfeldes (im Raum) iiber
einer geschlossenen Fliache von innen nach aussen orientiert. Es kann somit
der Satz von Gauss verwendet werden. In unserem Fall ist die Divergenz

div(F)=1+1-2:=2— 2.
Der Korper K lésst sich am einfachsten durch Zylinderkoordinaten beschreiben
{(re,2)|0<¢<2m,0<2<4,0<r <z}

Wir erhalten (beachten, dass in Zylinderkoordinaten aus dV ein r dr d¢ dz wird

1)

?-Z: iv? :2W4ﬁ—zrrz
Zﬁf d é//d()dV/O/O/OQ 2z)rdrdzdo

21 pd r2|V? 21 4

:/ /(2—22)— dzd¢:/ /(l—z)zdzd¢
o Jo 2 o Jo
21 2 34

0

Tz z 40 [
L E-5e=7 )
__8
=3

was mit dem direkt berechneten Resultat in Aufgabe 4 Serie 13 iibereinstimmt.

Aufgabe 7

Die Fliche A (Kegel) ist geschlossen. Wir koénnen also den Satz von Gauss
anwenden. In diesem Fall ist die Divergenz

div(F)=2+3+1=6.

#? dA = ///div(?) av

=6 // dV = 6 - Volumen des Kegels
v

Wir erhalten

1
:6-§7T-9-3:547T

10



