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Aufgabe 1

In Aufgabe 2 der Serie 13 haben wir das Linienintegral §£ ? -d7 des Vektor-
c

feldes
o = (%)

X

entlang folgender Kurve C' = 71 +72+3 berechnet, indem wir die Definition des
Linienintegrals gebraucht haben. Insbesondere mussten wir das Kurvenintegral
in drei einzelne Linienintegrale iiber die Teilkurven 7, 72 und -3 aufteilen und
diese dann zusammen addieren.

(0,4)

Berechnen Sie nun das gleiche Linienintegral §£ ? -d7 indem sie die Formel von

C
Gauss-Green beniitzen und iiberzeugen Sie sich davon, dass das gleiche Resultat
herauskommt.

Aufgabe 2

a) Berechnen Sie das Linienintegral des Vektorfeldes

Fo= (i) = (%)

entlang der geradlinigen Verbindung C' von (0, —5) nach (0, 5).



b) Sei A die Fliiche gegeben durch die Halbkreisfliiche links der y-Achse mit
Mittelpunkt in (0,0) und Radius 5. Berechnen Sie das Doppelintegral

// ( a%P(x, y)) dady.

c¢) Berechnen Sie Foav entlang dem Halbkreisbogen C’ von (0, 5) nach
C/
(0, —5), der die Fliche A auf der linken Seite begrenzt.

Bemerkung: Das folgt auch ohne weitere Rechnung direkt aus Teilauf-
gabe a) und b).

Aufgabe 3

Berechnen Sie die folgenden Linienintegrale 56 F -d7 zuerst direkt, dann mit

c
Hilfe der Formel von Gauss-Green als Gebietsintegral. Die Kurve C' ist jeweils
Rand des Gebiets A und durchlduft diesen in positiver Richtung (d.h. Gegen-
uhrzeigersinn).

0 Plew)= (). A={@ner® [0so<1, 05y<al)
b) ?(w,y)z(ng_y), A={(z,y) eR? | 2<2<2,0<y<4—2?}

c) ?(m,y) = (zgz;;) , A = Dreieck mit Eckpunkten (0,0),(1,0), (1,2)

Aufgabe 4

Berechnen Sie das Linienintegral / ? d7v folgender Vektorfelder entlang der

angegebenen Kurven C.

a)

Yz
?(l’,y72’) = | Tz = yQizz
e
entlang der Kurve C' gegeben durch
0
T(t) = [ cos(t) mit 0 < ¢ < 27
sin(t)

Hinweis: Da es sich um ein Linienintegral im Raum handelt, kann die
Formel von Gauss-Green nicht angewendet werden, obwohl die Kurve C
geschlossen ist.



Y
F(m,y,z) = |2z

22
entlang der dreieckigen Kurve C' von (1,0,0) nach (0,1,0), dann nach
(0,0,1) und wieder zuriick nach (1,0,0).
Hinweis: Gleiche Bemerkung wie oben. Das Linienintegral muss direkt
ausgerechnet werden. Teilen Sie es dafiir in drei einzelne Teilintegrale auf.

¢) Vektorfeld ? aus Aufgabe 2 entlang geradliniger Verbindung C von (—5, 2)
nach (5,2)

Aufgabe 5

Sei das Vektorfeld F(x, y,z) gegeben durch

X
7(%1/,2) =y
2z

Wir betrachten folgenden keilférmigen Korper V' im Raum der durch die ge-
schlossene Fliche A begrenzt wird.

z
(0,2,1)
<] y
(2,070) (07270)
i (2a2a0)

Der Satz von Gauss besagt, dass fiir geschlossene Fliachen A gilt

#?.dz - ///div(?)dv.

Auf der linken Seite steht das Oberflichenintegral von ? iiber der Fliche A
von innen nach aussen orientiert. Auf der rechten Seite steht ein normales Drei-
fachintegral der Divergenz von F (eine Funktion!!) iiber dem Volumen V. Zur
Erinnerung: Die Divergenz eines Vektorfeldes (im Raum)

P(z,y,2)

?(x,y,z) = Q(LL',:%Z)
R(m,y,z)



ist div(F) = 2 P(a,y,2) + 2Q(e.y,2) + L R(2,y.2).

Mit dem Satz von Gauss kann man das Oberflichenintegral von ? iiber A
(also die linke Seite) einfach berechnen, da das Dreifachintegral auf der rechten
Seite schnell berechnet ist. Es ist aber eine gute Ubung, das Oberfliichenintegral
auch direkt auszurechnen. Die Parametrisierungen der Fléchen sind in diesem
Beispiel nicht schwierig.

a) Rechnen Sie das Oberflachenintegral auf der linken Seite direkt aus. Dafiir
miissen Sie die Fliche A in die 5 Teilflichen aufteilen, die die Seitenflichen
von K bilden, und 5 einzelne Oberflichenintegrale ausrechnen. Das gesuch-
te Oberflichenintegral ist die Summe dieser 5 Oberflichenintegrale.

Bei der Berechnung muss man an einer Stelle das Kreuzprodukt der parti-
ellen Ableitungen ¢, X t, der Parametrisierung der Flidche ausrechnen, die
man gerade betrachtet. Dieser Vektor steht senkrecht auf der betroffenen
Flédche. Sie miissen aber gegebenenfalls das Vorzeichen umkehren, damit
der Vektor nach aussen zeigt. Das Oberflachenintegral soll ja von innen
nach aussen berechnet werden.

b) Rechnen Sie das Dreifachintegral auf der rechten Seite aus. Sie sollten das
gleiche Resultat wie in a) erhalten.

Aufgabe 6

In Aufgabe 4 der Serie 13 haben wir das Oberflichenintegral (auch genannt
Fluss) des Vektorfeldes
x

Fay2=| v
x— 22
durch die geschlossene Flidche A berechnet, welche durch das abgeschnittene
Paraboloid z = 22 + y? mit Deckel auf der Hohe z = 4 beschrieben wird (von
innen nach aussen orientiert). Mit anderen Worten haben wir

#?-dﬁ

mittels der Definition des Oberflacheintegrals von Vektorfeldern ausgerechnet.
Dabei mussten wir insbesondere das Oberflichenintegral in zwei Oberfléchen-
integrale iiber den "Deckel” und die "Mantelfliche” aufteilen und diese dann
zusammen addieren.

Bestimmen Sie nun das gleiche Oberflichenintegral # ? . dz indem Sie den
A

Satz von Gauss brauchen und {iberzeugen Sie sich davon, dass das gleiche Re-
sultat herauskommt. Um das Dreifachintegral iiber dem Volumen zu berechnen,
beniitzen Sie hier am besten Zylinderkoordinaten.



Aufgabe 7

Bestimmen Sie das Oberflichenintegral des Vektorfeldes

2c+ 32
Flay,2)=|22+3y
—y2+z

iiber der Oberfliche A gegeben durch den Kegel mit Spitze S = (0,0, 3) und
Grundkreis K = {(z,y,0) € R? |2? + y* = 9}.
Erinnerung: Volumen Kegel = %m‘2h
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