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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Ein einfihrendes Beispiel

Wir fiihren den Begriff eines Linien- oder Kurvenintegrals in anschaulicher
Weise am Beispiel der physikalischen Arbeit ein, die von einer Kraft bzw.
Kraftfeld beim verschieben eines Massenpunktes verrichtet wird.

Verschiebung langs einer Geraden
durch eine konstante Kraft

Der  Massenpunkt  wird  durch
eine konstante Kraft ? langs
F einer Geraden um den Vektor §
/&/’ verschoben.  Die dabei verrichtete
; s Arbeit ist definitionsgemass das
skalare Produkt aus dem Kraftvektor

und dem Verschiebungsvektor 5:

ds
s s+ ds

W:?~?:F-s-cos(¢)
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Ein einfihrendes Beispiel

Verschiebung ldngs einer Geraden
durch eine ortsabhdngige Kraft

Die auf den Massenpunkt einwirk-
ende Kraft ist jetzt von Ort zu Ort
verschieden: = Fs. Wir zerlegen
das geradlinige Wegstiick in eine grosse
Anzahl von sehr kleinen Wegelementen,
7 langs eines jeden Wegelementes darf
/“‘ dann die einwirkende Kraft als nahezu

konstant betrachtet werden. Die bei
s einer infinitesimal kleinen Verschiebung

Fs das Massenpunktes um dS verrichtete
a7 Arbeit betragt dann definitiongemass
s s+ ds

dW = F(s) - d8 = Fu(s)ds.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Ein einfihrendes Beispiel

Verschiebung ldngs einer Geraden
durch eine ortsabhdngige Kraft

?s(s) ist dabei die Kraftkomponente
in  Wegrichtung. Durch Integration
erhalten wir die insgesamt von der Kraft

(s) langs des Weges von s; nach s,
geleistete Arbeit.

Sie flihrt uns zum Arbeitsintegral

W= 7dw - 7?(5)-d? - iFs(s)ds.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Allgemeiner Fall: Verschiebung langs
y einer Kurve in einem Kraftfeld

In einem ebenen Kraftfeld ?(X;y)
soll ein Massenpunkt vom Punkt P; aus

P2 = langs einer Kurve C mit dem Ortsvektor
7 = 7(t) in den Punkt P, verschoben
7 werden (t1 < t < t).

Beim Verschieben des Massenpunktes
von P aus um ein infinitesimal kleines

o

/7(t1)
Z P

(1) Wegelement d7 in den Punkt Q ver-
% richtet das Kraftfeld die Arbeit
T aw = F.d7?

- (E)-(a)

Fe(x; y)dx + Fy(x; y)dy.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Allgemeiner Fall: Verschiebung lings
einer Kurve in einem Kraftfeld

Die bei einer Verschiebung auf der
P~ Kurve C von P; nach P, insgesamt vom
F Kraftfeld aufzubringende Arbeit erhalten
L wir durch Integration:

/?(n) /dW
2 (1) i

C
(t2) ? .
C/ dv

w

T

/(FX(X; y)dx + F,(x; y)dy)

C
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Ein einfihrendes Beispiel

@ Fiir die Koordinaten x und y setzt man die Parametergleichungen x(t)
bzw. y(t) der Integrationskurve C ein.

@ Die langs dieses Weges wirkende Kraft hangt dann nur noch vom
Kurvenparameter t ab.

® Das Wegelement d7 ersetzen wir noch durch den Tangentenvektor
7 = 7(t) und das Differential dt des Parameters t.

@ Esgilt

. a7 _ N )
- o und somit d7 = Pdt = ( y(t) >dt
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Ein einfihrendes Beispiel

Das Arbeitsintegral (Linienintegral) [ ? d7r geht schliesslich
C

mit Hilfe dieser Substitution in ein gewéhnliches Integral lber :

I
w C/ dv z( 7)dt

[%)

= /(FX(X(t):Y(t))X(t) + Fy(x(2); y(8))y (1)) dt

t1
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Definition eines Linien- oder Kurvenintegrals

Definition

?(x;y; z) sei ein raumliches Vektorfeld, 7 = 7 (t) der Ortsvektor einer von

P: nach P, verlaufenden Raumkurve C mit t; < t < t, und 7 = 7(t) der
zugehorige Tangentenvektor der Kurve.
Dann heisst das Integral

/I_-‘)~d?:/(7-‘>-?)dt

das Linien- oder Kurvenintegral des Vektorfeldes ?(x;y; z) langs der
Raumkurve C.

Anmerkung

@ Das Linien- oder Kurvenintegral lautet in ausfiihrlicher Schreibweise:

to
/ [Fx(x;y; 2)dx + Fy(x; y; z)dy + F.(x;y; z)dz] = /[FXX + Fyy + F.z] dt
c

t
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Definition eines Linien- oder Kurvenintegrals

@ Man beachte, dass der Wert eines Linien- oder Kurvenintegrals im
Allgemeinen nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt- des
Integrationsweges sondern auch noch vom eingeschlagenen
Verbindungsweg abhangt.

@ Wird der Integrationsweg C in der umgekehrten Richtung durchlaufen
(symbolische Schreibweise: —C), so tritt im Integral ein
Vorzeichenwechsel ein:

/?-d?:—/?.d?

@ Fiir ein Kurvenintegral langs einer geschlossenen Linie C verwenden wir
das Symbol

%?.d?.

Ein solches Kurvenintegral wird in den physikalish-technischen
Anwendungen auch als Zirkulation des Vektorfeldes F langs der
geschlossenen Kurve C bezeichnet.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Berechnung eines Linien- oder Kurvenintegrals

Die Berechnung eines Kurvenintegrals f(? . ?)dt erfolgt in zwei Schritten:

F(xy; 2)
©@ o Zunachst werden im Vektorfeld ?(x;y; z) = F (x;y;2)
F.(x;y;2)
die Koordinaten x, y, z der Reihe nach durch die
parameterabhingigen Koordinaten x(t), y(t), z(t) der
Raumkurve C ersetzt.
o Das Vektorfeld und seine Komponenten hangen dann nur noch
vom Parameter t ab.
o Dann differenziert man den Ortsvektor 7(1‘) nach dem
Parameter t, erhalt den Tangentenvektor 7(2&) und bildet das
skalare Produkt aus Vektorfeld und Tangentenvektor.

@ Das Skalarprodukt ? e hangt jetzt nur noch vom Parameter t ab, ist
also eine Funktion von t und wird nach dieser Variablen in den Grenzen
von t1 bis t» integriert.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Linien- oder Kurvenintegrals

Beispiel

@ Wir berechnen das Linienintegral des Vektorfeldes ?(x,y) = (y::) also
J(ye*dx + e*dy) langs des parabelférmigen Verbindungsweges C: x = t,
)C/ = t? zwischen den beiden Punkten O = (0;0) und P = (1;1).
@ Lings dieses Weges gilt (0 <t <1):
x=t x=1 dx=dt
y=t y=2t dy=2tdt

@ Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in das Linienintegral erhalten wir dann:

1 1
/(yexdx—f— e“dy) = /(t2 ce'dt +e' -2t dt) = /(t2 +2t)e' dt
C 0
1 1
[(t +2t)e /2t+2 e dt = 3e — [(2t+2)et]é+/2etdt
0 0

=3e—4e+2e=c¢
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Linien- oder Kurvenintegrals

Beispiel

@ Welchen Wert besitzt das Linienintegral des raumlichen Vektorfeldes
2x + y?
?(X,y,z) = x2yz langs der Kurve C, die durch den Ortsvektor
X+ z

x(t) t
P@)=| y(t) | =| t* | mit0<t <1 beschrieben wird?
z(t) t
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Linien- oder Kurvenintegrals

Losung:
@ Esgilt
2t 4 t* . 1
Fx(0).y(8).2()) = £ und Pt = 2t
2t 1
F.7 = Qt+t") 1462t 4+2t-1
265 + ¢* + 4t

(2t° + t* + 4t)dt

—

/(I_-‘)-?)dt =

1 1
7 5 2
=t =t 2t

70ttt }

Il
— ©
N

0

(.0‘00
o~
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Oberflachenintegrale: Ein einflihrendes Beispiel

@ Wir gehen von einer Flussigskeitsstromung aus, deren Geschwindigkeit v
sich von Ort zu Ort verindert: V = 7(X;y; z).
Wir ermitteln den Fluss durch eine beliebig gekriimmte Flache A, die wir
in das Stromungsfeld eingebracht haben.

*| Flachenelement dA

—

y

X
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Oberflachenintegrale: Ein einflihrendes Beispiel

@ Der Fliissigkeitsfluss durch ein solches Flachenelement dA ist dann
wiederum durch das skalare Produkt

V.dA = (V- N)dA

gegeben.

@ Der Gesamtfluss durch die Flache A wird bestimmt, indem wir iiber die
Beitrage aller in der Flache gelegenen Flachenelemente summieren, d.h
integrieren.

@ Die in der Zeitenheit durch die Flache A stromende Flussigkeitsmenge ist

somit das Integral
/ - 2 = . .
ﬂv , (4(7 N)dA

(A)
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Definition eines Oberflachenintegrals

Wir interessieren uns fiir den “ Fluss” eines Vektorfeldes F = ?(X;y; z) durch
eine orientierte Flache A im Raum, wobei wir schrittweise wie folgt vorgehen
wollen:

@ Zunachst wird die Flache A in eine sehr grosse Anzahl n von Teilflachen
AALAA,. . AA, zerlegt.

@ Jede Teilflache kann dabei als nahezu eben betrachtet und somit durch
ein vektorielles Flachenelement beschrieben werden.

o DeL>k—ten Teﬂ;"léiche AA entspricht also das vektorielle Flachenelement
AA, mit |AA/<‘ = AA.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Definition eines Oberflachenintegrals

@ Sei Py = (Xxk; Y«; z«) ein beliebig gewahlter Punkt auf AA.
Der Fluss des Vektorfeldes ? durch die Teilflache AAy ist dann

_>
?(Xk;)/k; z) - DA

@ Ist Ny die Flachennormale im Flachenpunkt Py, so kénnen wir dafiir auch
schreiben:

%
(?(Xk; Yk Zk) . ANk)AAk

@ Durch Summierung iiber alle Teilflachen erhalten wir fiir den gesuchten
Gesamtfluss den folgenden Naherungswert:

n

Zn: ?(Xk; Vi Zk) - AZZ = Z(?(Xk; Yk Zk) - AN—Z)AAk

k=1
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Definition eines Oberflachenintegrals

Der Grenzwert

lim Z?(Xk;yk;zk)-AZk)

n — oo
(8A, —0) k=1

wird (falls er vorhanden ist) als Oberflidchenintegral des Vektorfeldes
= ?(xk;yk; zy) liber die orientierte Flache A bezeichnet und durch das

Symbol
F.dA=[[(F-N
(4/ d (Z[( N)dA

gekennzeichnet.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Definition eines Oberflachenintegrals

Anmerkungen

%
@ Die Orientierung der Flache ist durch die Flichennormale N eindeutig
festgestelt. Bei einer geschlossenen Flache, z.B der Oberflache einer

Kugel, eines Zylinder oder eines Quaders, zeigt dabei N
vereinbarungsgemass nach aussen.

@ Das Oberflachenintegral iliber eine geschlossene Flache A wird durch das

Symbol
#?d?:#(?.ﬁ)(m
(A) (A)
gekennzeichnet.

ﬁ
@ Mit F = N erhalten wir F - N =1 und

F.dA =
(Zéf dA = A
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Oberflachenintegrals

Verwendung symmetriegerechter Koordinaten

Die Berechnung eines Oberflachenintegrals [[ F.dA = ff(? . ﬁ)dA erfolgt
(A) (A)

in vier Schritten:
@ Zunachst werden geeignete Koordinaten ausgewahlt, die sich der
Symmetrie des Problems in optimaler Weise anpassen.
Zur Auswahl stehen dabei kartesische Koordinaten (x, y, z),
Zylinderkoordinaten (p, ¢, z), Kugelkoordinaten (r,v, ¢).

%
@ Man bestimme danﬂ)die Flachennormale N, berechne anschliessend das
Skalarprodukt ? - N und driicke dieses sowie das Flachenelement dA
durch die gewahlten Koordinaten aus.

© Festlegung der Integrationsgrenzen im erhaltenen Doppelintegral.

© Berechnung des Doppelintegrals in der bekannten Weise.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Oberflachenintegrals

Beispiel
6z
@ Wie gross ist der Fluss des Vektorfeldes ?(x; y;z)=| —3y | durch
3

die im ersten Oktant gelegene Fliche D der Ebene x 42y 4 2z = 2, die
wir grau unterlegt haben?

L Ebene x + 2y + 2z =2

Mathematik 11, Kapitel 12



Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Berechnung eines Oberflachenintegrals

@ Die Flachennormale ﬁ = N)(X;y; z) ist der normierte Vektor, der in
jedem Punkt (x,y, z) der Flache liber der wir das Oberflachenintegral
betrachten, senkrecht steht. In diesem Fall ist die Situation einfach. Der
Vektor N ist konstant, da die Flache D ein Auschnitt der Ebene
X 4 2y 4+ 2z = 2 ist, auf der z.B. der Vektor

v=|[ 2

(Uberall) senkrecht steht.

@ Durch Normierurg erhalten wir daraus dann die benétigte
Flachennormale N':

N

ﬁ(x;y;z):ﬁ:%7=

Wl
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Oberflachenintegrals

@ Es gilt (in den gewahlten kartesischen Koordinaten)

6z
?(x;y;z) = (—3y> und ﬁ(x;y;z) =
3

w| =

1
2.
2

@ Wir bestimmen das Skalarprodukt ? . WI):

6z 1
F.N= ( _3y ) ;<2 ) =27 2y 42=2z—y+1)

3 2
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Berechnung eines Oberflachenintegrals

@ Auf der gegebenen Flache D ist die Variable z nicht unabhangig von x
und y, da ja die Ebenengleichung x + 2y + 2z = 2 erfiillt sein muss.
Wenn wir x und y als unabhangige Variablen ansehen, dann muss
zwingend z = (2 — x — 2y) gelten (man kénnte auch zwei andere der
Variablen x, y, z als unabhangig betrachten und die dritte entsprechend
ausdriicken). In unserem Fall gilt also auf der Flache, dass

z:%(Z—X—2y)

_>
@ Wir ersetzen also die Variable z im Skalarprodukt ? N durch diesen
Ausdruck:

F.N 2(z—y+1)=2(%(2—x—2y)—y+1)

= —x—4y+4
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@ Jetzt miissen wir noch mit dem in der Flache D liegenden
Flachenelement dA beschaftigen und versuchen dieses durch die
unabhangigen kartesischen Koordinaten x, y auszudriicken.

@ Die Projektion des Flichenelementes dA in die (x, y)-Ebene ergibt ein
infinitesimales Rechteck mit dem Fliacheninhalt dA™ = dx dy.

@ Andererseits ist diese Projektion aber di§ skalare Produkt aus dem
vektoriellen Flichenelement d A = dA N und dem Einheitsvektor €} in
Richtung der positiven z-Achse.

@ Somit gilt:

\
Q

N
15

dA”
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o Mit

folgt dann:
2 3
dA - 3= dy dx oder dA= Edy dx

Damit haben wir das Flachenelement dA in kartesischen Koordinaten
ausgedriickt.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Oberflachenintegrals

@ Jetzt mochten wir noch die Flache in der Aufgabenstellung durch die
Variablen x und y ausdriicken.

Die Schnittkurve der Flache x + 2y + 2z = 2 mit der x, y-Ebene z =0
lautet:

X+ 2y =2 oder y:7%X+1
@ Somit ist die Flache D beschrieben durch
1 1
(D):{(Xv}’»i(z—X—%/))|0§X§2,0§}’§1—§X}

und es ergeben sich die folgenden Integrationsgrenzen:

y-Integration:  Von y =0 bis y = —%x +1
x-Integration:  Von x = 0 bis x =2
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Oberflachenintegrals

%
@ Das Flussintegral (Oberflachenintegral) ff(? N)dA lasst sich dann wie
D)

(
folgt durch ein Doppelintegral in kartesischen Koordinaten darstellen

1
2 173X
//(?N))dA =[ (—x—4y+4)-gdydx
X=0 y=0 “————
(D) g ——

1

welches sich wie gewohnt I6sen lasst.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Berechnung eines Oberflachenintegrals

@ Innere Integration (nach der Variablen y ),

7%x+1 L
3 3 y=l—35x
/ (—x—4y+4)-—dydx = = [—xy—2y2+4y} :
2 2 y=
y=0
= Z(2—x)
@ Aussere Integration (nach der Variablen x);
[ 3 3 1,2 3
—_— — —_— 2 = — —_— =
/2(2 x)dx = 2{2)( 2Xj|0 2(4 2)=3
x=0

@ Unser Oberflichenintegral besitzt damit den folgenden Wert:

F . N)dA =
(/D/)( N)dA =3
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Oberflachenintegral in Flachenparametern

Ist die vom Vektorfeld ? “durchflutete” Flache A in der vektoriellen Form
(Parameterform)

x(u; v)
7 = 7(u; v) = y(u;v)

z(u; v)

gegeben, so sind die Flachennormale N und das Flachenelement dA in den
Parametern u und v gegeben durch

- Txt - =
N=—="=und dA=|t; x t/|du dv,
|ty X tv]
wobei
T = i und T = ﬂ
Y7 Ou YT Ov
die Ableitungen des Vektors 7 nach den Parametern u resp. v beschreiben. Es
gilt somit
- =
- ty ty
(F-N)dA = (?- I:Xj> T x T|dudv=F - (& x &)du dv.
ty X ty
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Oberflachenintegral in Flachenparametern

Berechnung eines Oberfldchenintegrals unter Verwendung von
Flachenparametern

Die von einem Vektorfeld ? = ?(X;y; z) “durchflutete” Flache A sei durch
einen von den beiden Parametern u und v abhangigen Ortsvektor
7 = 7 (u; v) gegeben.
Dann besitzt das Oberflachenintegral ff(? . W))dA die folgende Gestalt:
(A)

//(?W)dh//(?-(?u < T

(4) (4)
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflichenintegrale

Oberflachenintegral in Flachenparametern

Die Integralberechnung erfolgt dabei in vier Schritten:

@ Das Vektorfeld ? wird zunachst durch die Flachenparameter u und v
ausgedriickt:

Fayiz) = F (x(u;v): y(u v); 2(u;v))

@ Man bilde dann die Tangentenvektoren an die Parameterlinien der Flache,
also die Vektoren

?3787 und t_jfa?

T ou T ov

und bestimme anschliessend mit ihnen das Produkt (Spatprodukt)
Fo(@xw)

@ Festlegung der Integrationsgrenzen im erhaltenen Doppelintegral.

@ Berechnung des Doppelintegrals in der bekannten Weise.
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Oberflachenintegral in Flachenparametern

Beispiel

2
z

die Mantelflache A eines Zylinder mit Boden in der xy-Ebene, Radius 5

und Hohe 10.

Die Mantelflache dieses Zylinders kann durch den parameterabhingigen
Ortsvektor

y
@ Wir berechnen den Fluss des Vektorfeldes ?(x;y; z) = ( X ) durch

5 - cos(u)
7:7(u;v):(5-sin(u)> 0<u<2rm,0<v<I10.

v

beschrieben werden (Erinnerung: Zylinderkoordinaten).
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Oberflachenintegral in Flachenparametern

@ Somit wird das Vektorfeld ? auf der Mantelflache des Zylinders mithilfe
der Parameter u, v zu

5 - sin(u)
?(X(U; v)iy(u;v)iz(u;v)) = ( 5. COZS(U) )

v
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@ Als nachstes bestimmen wir die Tangentenvektoren an die
Parameterlinien der Zylinderflache und deren Vektorprodukt:

—5 - sin(u) 0
ﬁ:%?:(&cos(u)), t?:%?:<0>

0 1
5 - cos(u)
xth=| 5 sin(u)
0

@ Damit erhalten wir fiir das bendgtige Spatprodukt ? . (E> X E)) den

folgenden Ausdruck:
5 - sin(u) 5 - cos(u)
Fo(fxn) ( 5 - cos(u) ) : ( 5.2?;(5) )
v2 0
= 50 -sin(u) cos(u)
25 - sin(2u)
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Oberflachenintegral in Flachenparametern

@ Unser Flussintegral lautet damit:

/(?-ﬁ)dA //(TE> (t - %)) du dv
(A)

= //25 -sin(2u)du dv

10 2w

= 25/ /sm 2u)du dv
V=0 u=0

= 25 / f%(cos(47r) — cos(0)) dv
v=0

=0
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Kapitel 12: Linienintegrale und Oberflachenintegrale

Fluss eines homogenen Vektorfeldes durch eine
geschlossene Oberflache

Fluss eines homogenen Vektorfeldes durch eine geschlossene Oberflache

G
Der Fluss eines homogenen Vektorfeldes ? = ( G > = const durch die
G

Oberflache eines Wiirfels ist gleich Null.
Diese Aussage gilt auch fiir eine beliebige geschlossene Oberflache A:

#(?.ﬁ)dA:o

(A)
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