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8. Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme
@ Allgemeine Vorbetrachtungen
@ Ldsungsverhalten eines linearen (m, n)-Gleichungssystems
@ Quadratische lineare Gleichungssysteme
@ Homogenes lineares (n, n)-System
@ Cramersche Regel
@ Gauss-Jordan-Verfahren
@ Lineare Unabhangigkeit von Vektoren
@ Linear unabhangige bzw. abhangige Vektoren
@ Kriterien fiir die lineare Unabhangigkeit von Vektoren
@ Ein Anwendungbeispiel
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Allgemeine Vorbetrachtungen

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten hat die

Form
aixy + awxe + .-+ amXp = Q
anxiy + anxe + -+ anXp = Q@
aAmiX1 + am2Xe + -+ AmnXn = Cm

(wird als lineares (m,n)-System bezeichnet). Es lasst sich unter Verwendung
von Matrizen in einer besonders tibersichtlichen Form darstellen. Sei

ai a2 - ain X1 C1

ari an2 e an X2 (&)
A = . . . s X = . s CcC =

ami  am2 - amn Xn Cm

wobei x als Losungsvektor bezeichnet wird.
In Matrizenschreibweise kann das lineare (m, n)-System geschrieben werden als

Ax = c.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Allgemeine Vorbetrachtungen

Anmerkungen

@ Das lineare Gleichungssystem heisst homogen, wenn ¢ = 0 ist. Ein
inhomogenes System liegt vor, wenn c # 0 ist.

@ Fiir m = n liegt der in den Anwendungen besonders wichtige Sonderfall
eines quadratischen linearen (n, n)-Gleichungssystem vor.

@ Bei spateren Untersuchungen liber das Losungsverhalten eines linearen
Gleichungssystem spielt die sog. Koeffizientenmatrix

dir a2 e din | Q1

ani ax - an (e/]
(Alc) = :

ami am2 dmn Cm

eine bedeutende Rolle.

Mathematik |1



Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Allgemeine Vorbetrachtungen

Beispiel
@ Das lineare (2, 3)-System

x1 —2x2 + x3 =1
X1+ x» — 4x3 = 8

lautet in Matrizenform
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Allgemeine Vorbetrachtungen

Beispiel

@ Das in Matrizenform vorliegende lineare (3, 3)-Gleichungssystem

1 -3 5 X1 0
0 2 8 X2 = 1
5 7 0 X3 3

lautet in der herkdmmlichen Schreibweise

x1 —3x2 +5x3 =0
2xo + 8x3 =
bx1 + 7x2

Ll
W =
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Die Losungsmenge eines linearen (m, n)-Systems

Man kann ein lineares (m, n)-System Ax = ¢ mit Hilfe des Gauss’schen
Algorithmus 16sen. Wir erinnern an die folgende Aussage liber das
Loésungsverhalten linearer Gleichungssysteme.

Zur Lésungsmenge eines linearen (m, n)-Systems

@ Inhomogenes lineares Gleichungssystem Ax = ¢
Das System besitzt entweder genau eine Losung, unendlich viele
Losungen oder liberhaupt keine Losung.

@ Homogenes lineares Gleichungssystem Ax = 0
Das System besitzt entweder genau eine Losung, namlich die triviale
Lésung x = 0, oder unendlich viele Lésungen (darunter die triviale
Lasung).
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Uber die Lésungsmenge eines linearen (m, n)-Systems

Jedoch konnte dabei die Entscheidung dariiber, ob ein vorgegebenes lineares
(m, n)-System liberhaupt Iésbar ist, und ob das System dann eine Ldsung oder
gar unendlich viele Losungen besitzt, erst im Verlaufe der Rechnung getroffen
werden.

Haufig interessieren in den Anwendungen weniger die Losungen an sich als das
Lésungsverhalten des linearen Systems.

Wir werden uns daher vorrangig mit den folgenden Problemstellungen befassen:

@ Unter welchen Voraussetzungen ist ein lineares Gleichungssystem
tberhaupt lésbar?

@ Wann besitzt ein lineares Gleichungssystem genau eine Lésung, wann
dagegen unendlich viele Losungen?
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Gauss'scher Algorithmus

Der Gauss’'sche Algorithmus ist ein in der Praxis weit verbreitetes
Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme. Er beruht auf dquivalenten
Umformungen des linearen Systems, die wir im folgenden nochmals einzeln
auffiihren:

@ Zwei Gleichungen diirfen miteinander vertauscht werden.

@ Jede Gleichung darf mit einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl
multipliziert werden.

© Zu jeder Gleichung darf ein beliebiges Vielfaches einer anderen Gleichung
addiert werden.
Mit Hilfe dquivalenter Umformungen lasst sich ein lineares (m, n)-System
Ax = c in ein dquivalentes gestaffeltes System A*x = c” uberfiihren, aus dem
dann (im Falle der Lésbarkeit des Systems) die unbekannten Grossen

X1, X2, ..., Xn Sukzessiv berechnet werden konnen.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Gauss'scher Algorithmus

Als Beispiel nehmen wir das lineare (3, 3)-System

X1 + 2% — 2x3 = 7
2x1 + 3x = 0
2x1 + x> + 8x3 = —28

und unterwerfen dieses System der Reihe nach den folgenden dquivalenten
Umformungen (Gauss’scher Algorithmus):

X1 + 2% — 2x3 = 7 X1+ 2% — 2x3 = 7
2x1 + 3x2 = 0 (-2-24) = - x2 + 4x3 = —14
2x1 + x» + 8x3 = —28 (—2~Zl) — 3x2 + 12x3 = —42 (—3~ EQ)
X1+ 2% —2x3 = 7
= — x2 + 43 = —14
0X3 = 0
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Gauss'scher Algorithmus

Wir haben damit das Gleichungssystem in das aquivalente und gestaffelte

System
X1 + 2x —2x3 = 7
— x2 + 4x3 = —14
0X3 = 0

libergefiihrt, das nun sukzessiv von unten nach oben gelost werden kann.

Die letzte Gleichung Ox3 = 0 ist dabei fiir jedes x3 € R erfiillt, d.h. die
Unbekannte x3 ist als frei wahlbarer Parameter zu betrachten (wir setzen

X3 = t).

Das lineare Gleichungssystem besitzt somit unendlich viele (noch von einem
Parameter t) abhangige Losungen, die in der folgenden Form darstellbar sind:

x3 = —6t—21 —6t — 21
xx = 4t+14 oder x= 4t 4+ 14
X3 = t t
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Bei den beschriebenen dquivalenten Umformungen des System wurde sowohl
die Koeffizientenmatrix A als auch die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|c) in
eine jeweils ranggleiche Matrix mit trapezformiger Gestalt libergefiihrt:

1 2 -2 1 2 -2
A = 2 3 0 = Ax=|0 -1 4
2 1 8 0 0 0
Rg(A) = Rg(A") =
1 2 2| 7 1 2 2| 7
(Alc) = 2 3 0| 0 = (A*lc’)=| 0 -1 4|-14
2 1 8|-28 0 0 0| o0

Re(Alc) = Rg(A’[c") = 2
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losungsverhalten eines (m, n)-Gleichungssystems

Losen eines linearen Gleichungssystem Ax = c

mit Hilfe des Gauss'schen Algorithmus

Den aquivalenten Umformungen eines linearen Gleichungssystems Ax = ¢
entsprechen elementare Zeilenumformungen in der Koeffizientenmatrix A und
der erweiterten Koeffizientenmatrix (A|c). Im Falle der Lésbarkeit des linearen
Systems lassen sich die Lésungen wie folgt gewinnen:

@ Zunichst wird die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|c) (und damit auch
die Koeffizientenmatrix A selbst) mit Hilfe elementarer
Zeilenumformungen in eine ranggleiche Matrix mit Trapezform
libergefiihrt:

A=A" und (Alc) = (A*|cY)

@ Das lineare Gleichungssystem liegt dann in der gestaffelten Form
A*x = c* vor und l3sst sich sukzessiv von unten nach oben |dsen.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losungsverhalten eines linearen (m, n)-Gleichungssystems

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Losungsverhalten eines linearen
(m, n)-Systems vom allgemeinen Typ Ax = ¢
in der Komponentenschreibweise

anxy + anpxXe + -+ 4+ ainXn = C1
aix1 + axxe + .-+ + anxps = Q@
amiX1 + amex2 + -+ + amnXn = Cm
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Mit Hilfe dquivalenter Umformungen lasst sich dieses System in ein
dquivalentes gestaffeltes System der Form

* * * * * *
appxa + apxe + o0 4 apXe + a1 41 X41 + o0+ 81X = G
Be + A A+ Bk o B = G
* *
apXr + a:,r+1Xr+1 + -+ a:an = ¢
*
0 = Cr1
0 =
*
0 = c,

uberfiihren (aj; #0, i =1,2,...,r).
Unter Verwendung von Matrizen |asst sich dafiir auch schreiben A*x = c*.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losungsverhalten eines linearen (m, n)-Gleichungssystems

Der Ubergang vom linearen System Ax = ¢ zum &quivalenten System
A*x = c* kénnen wir symbolisch wie folgt darstellen:

Aquivalente

Ax =c A'x =c"

Umformungen

Die Koeffizientenmatrix A* geht dabei aus der Koeffizientenmatrix A und die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A*|c*) aus der erweiterten Koeffizientenmatrix
(Alc) durch elementare Zeilenumformungen hervor:

A Elementare A*
—_—>
(A | C) Zeilenumformungen (A* | C*)
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* * * * * *
a1 412 -0 a1, di41 0 dip G

0 an - & a1 o | O
(A*|C*) _ 0 0 et a;’kr a:,r+1 o arn Cr;k

0 0 --- 0 0 e 0 | e

0 0o --- 0 0 0 | ¢

0 o --- 0 0 ) ¢t
Das lineare (m, n)-System Ax = c bzw. A*x = c* ist offensichtlich niir /Gsbar,
wenn simtliche Elemente ¢1, ¢/,2, ..., ¢y verschwinden.

Anderfalls erhalten wir widerspriichliche Gleichungen, in denen die linke Seite
den Wert Null und die rechte Seite einen von Null verschiedenen Wert besitzt.

18/84 Mathematik Il



Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A*|c*) muss daher im Falle der Lésbarkeit
die spezielle Form

*

* * * *
a;; arp a8y a4t A8ip
* * * *
0 dxy 8y ayry1 . A

* >k
wiey=| 0 0 @ Eea e

0 o .- 0 0
0 0 .- 0 0 0
0 0 0 0 0

annehmen.

Beide Matrizen, sowohl A* als auch (A*|c*), sind dann von trapezférmiger
Gestalt und enthalten jeweils in den letzten m — r Zeilen nur Nullen. Sie

stimmen daher in ihrem Rang Ulberein:

Rg(A") = Rg(A"|c") = r
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losungsverhalten eines linearen (m, n)-Gleichungssystems

Da das System A*x = c¢* durch aquivalente Umformungen bzw. elementare
Zeilenumformungen aus dem System Ax = c hervorgeht, sind A und A* bzw.
(A|c) und (A*|c*) jeweils ranggleich.

Ein lineares (m, n)-System Ax = c ist demnach nur /Gsbar, wenn A und (A|c)
vom gleichen Rang sind.

Die Bedingung Rg(A) = Rg(A|c) = r ist somit notwendig und hinreichend fiir
die Losbarkeit eines linearen Systems.

Uber die Iosbarkeit eines linearen (m, n)-Systems

Ein lineares (m, n)-System Ax = c ist dann und nur dann /ésbar, wenn der
Rang der Koeffizienmatrix A mit dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix
(A|c) dbereinstimmt:

Rg(A) = Rg(Alc) = r

(r<m; r<n)
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines linearen (m, n)-Systems

Anmerkungen

@ Ein lineares (m, n)-System Ax = c ist unlésbar, wenn Rg(A) # Rg(Alc)
ist. In diesem Fall ist stets Rg(A) < Rg(A|c).

@ In einem homogenen linearen (m, n)-System Ax = 0, ist die
Lésbarkeitsbedingung Rg(A) = Rg(A|c) = r stets erfiillt.
Dies weil sich die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|0) von der
Koeffizientenmatrix A lediglich durch eine zusitzliche Spalte mit lauter
Nullen unterscheidet, die aber den Rang der Matrix in keiner Weise
verandert.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Fallunterscheidung bei einem losbaren linearen System

Im Falle der Lésbarkeit eines linearen (m, n)-Systems Ax = ¢ miissen wir noch
die Fille r = n und r < n unterscheiden.

Fall: r=n

Das gestaffelte System A*x = c* besitzt fiir r = n die quadratische Form

aiix1 + apoxa + -0 + ainxa = of
* * *

apXe + - ApXn = C

apXp = Co

mit aj #£0, i =1,2,...,n.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Fallunterscheidung bei einem losbaren linearen System

Fall: r=n
Die Koeffizientenmatrix A* ist eine (obere) Dreiecksmatrix, die erweitete
Koeffizientenmatrix (A*|c*) besitzt die Trapezform

* * * *

a;; 412 0 din | G

>k * *

(A*| *) dyp r ady | &
C =

* *

0 0 - an|ch

mit a;; #0, i =1,2,...,n.
Das lineare Gleichungssystem besitzt somit genau eine Losung, die man
sukzessiv von unten nach oben aus dem gestaffelten System berechnet.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Fallunterscheidung bei einem losbaren linearen System

Fall: r < n

Das gestaffelte System A*x = c* besitzt fiir r < n die quadratische Form

afpxa + apxe + -+ aLX + A X + o0+ alnXs = ¢
* * * * *

apXa + -+ ayXr + A ,pXeb1 + o0+ ApXn = 6

* * * *

ar Xr + ar,r-¢—1XH~1 4F ©00 ¢ amXn = Cr

mit a; #0, i =1,2,...;r.
Wir haben in diesem Fall mehr Unbekannte (n) als Gleichungen (r): n > r.
Daher sind n — r der Unbekannten (z.B. Xry1, Xr42, ..., xn) frei wihlbare Gréssen

(Parameter).

Das gestaffelte System wird dann wiederum sukzessiv von unten nach oben
gelost.

Wir erhalten unendlich viele Losungen, die noch von n — r Parametern
abhangen.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losungsverhalten eines linearen (m, n)-Systems Ax = c

Ldsungsverhalten eines linearen (m, n)-Systems Ax = ¢

© Ein lineares (m, n)-System Ax = c ist nur I6sbar, wenn
Koeffizientenmatrix A und erweiterte Koeffizientenmatrix (A|c)
ranggleich sind:

Rg(A) = Rg(Alc) = r

@ Im Falle der Lésbarkeit besitzt das lineare System die folgende
Losungsmenge:
Fiir r = n:  Genau eine Losung
Fiir r < n:  Unendlich viele Losungen, wobei n — r der insgesamt
n Unbekannten frei wahlbare Parameter sind.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines linearen (m, n)-Systems Ax = c: Kriterien

Lineares (m, n)-System

Ax =c

Rg(A) = Rg(Alc) = r Rg(A) # Rg(Alc)

2
_ l : r < n: unendlich viele
r = n: genau eine . . : =
L3 Losungen mit n — r Keine Losung
osung

Parametern
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines linearen (m, n)-Systems Ax = c

Beispiel

Wir zeigen mit Hilfe von Determinanten, dass das lineare (3,2)-System
3X1 — 4X2 = 2
—x1 + 5x = 4

bx1 + 2x = 12

nicht losbar ist. Der Rang der Koeffizientenmatrix

3 4
-1 5
5 2

betragt Rg(A) = 2, da es wenigstens eine von Null verschiedene 2-reihige
Unterdeterminante gibt, namlich

=27 #0.
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Die erweiterte Koeffizientenmatrix

3 —4|2
(Ac) = [ -1 5|2
5 2 |12

ist quadratisch und sogar regular:

3 -4 2
det(Ajc) = | -1 5 4 |=-26#0.
5 2 12

Daraus folgt Rg(A|c) = 3. Somit ist Rg(A) # Rg(A|c). Das vorliegende

Gleichungssystem ist daher unlosbar.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines linearen (m, n)-Systems Ax = c

Beispiel
Wir untersuchen mit Hilfe der Matrizenrechnung das Losungsverhalten des
folgenden (4, 3)-Systems:

4X1 — X2 — X3 = 6
X1 + 2X3 = 0
—Xx1 + 2x0 + 2x3 = 2
3X1 — X2 =3

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des Systems wird zunachst den folgenden
elementaren Zeilenumformungen unterworfen:

4 -1 —-11|6 =2 1 0 210

1 0 2|0 =27 - 4 -1 -11]6 —47
-1 2 2|2 -1 2 2|2 +Z

3 -1 0]3 3 -1 0]3 -3
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines linearen (m, n)-Systems Ax = c

1 0 2]o0 1 0 2| o
0 -1 —9|6 . 0 -1 -9/ 6

0 2 42| 422 0 0 —14| 14 14
0 -1 -6|3) -2 0 0 3|-3 3
1 0 2] o0 1 0 2]o0

0 -1 -9 6 0 -1 9|6 .
0 0 -1| 1 = 0 o0 1|1 |=WAIle)
0 0 1|-1/) 4z 0 0 o]0

Rg(A) = Rg(A") =3, Rg(Alc) =Rg(A"[c") =3

Das lineare Gleichungssystem ist somit wegen Rg(A) = Rg(A|c) = 3 Iésbar und

besitzt genau eine Losung, da r = n = 3 ist.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines linearen (m, n)-Systems Ax = c

Die Lésung berechnen wir aus dem gestaffelten System A*x = c* sukzessiv:

@ Gestaffeltes System:

X1 + 23 =0=x = 2 7
—x — 9% =6=x = 3 1
— x3 = 1= x3 = -1
@ Losung: x1 =2, x =3, x3=-1
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Fir m = n erhalten wir den in den Anwendungen besonders haufigen und
wichtigen Sonderfall eines quadratischen linearen Gleichungssystems mit
n Gleichungen und n Unbekannten:

aixy + anpxe + - ainXn = «
a1x1 + axxe + - anpXn = Q@
dn1X1 + amX2 + R adnnXn = Cn

Die Koeffizientenmatrix A ist dabei quadratisch, die erweiterte
Koeffizientenmatrix (A|c) vom Typ (n,n+ 1):

411 412 -+ dain | G

a ax» - an | Q@
(Ale) =

anl an2 ot dnn Cn
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Inhomogenes lineares (n, n)-System

@ Nach den Ausfithrungen iiber die linearen (m, n)-Systeme, ist ein
inhomogenes lineares (n, n)-System Ax = c nur I&sbar, wenn

Re(A) = Rg(Alc) = r

gilt.

@ Ein lineares (n, n)-System besitzt dabei genau eine Losung, wenn r = n
und somit A eine reguldre Matrix ist, d.h. falls det(A) # 0 gilt. Ist die
Koeffizientenmatrix A dagegen singulér, d.h. ist det(A) = 0, so erhalten
wir entweder unendlich viele Lésungen, falls

Rg(A) = Rg(Alc) =r <n
ist, oder liberhaupt keine Losung, wenn namlich

Rg(A) # Rg(Alc)

ist.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines inhomogenen linearen (n, n)-Systems

Inhomogenes (n, n)-
System Ax = c

det(A) # 0 det(A) =0
= l
Rg(A) = Rg(Alc) =
r = n: genau eine r < n: unendlich viele Rg(A) # Rg(Alc):
Losung Lésungen mit n — r keine Lésung
Parametern
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines inhomogenen linearen (n, n)-Systems

Beispiel
Die Koeffizientenmatrix A des inhomogenes linearen Gleichungssystems:

() 0)-(3)

ist regular:
2 3 2
-1 -1 -3 |=4#0
3 5 5
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines inhomogenen linearen (n, n)-Systems

Das lineare (3-3)-System besitzt demnach genau eine Ldsung, die wir mit Hilfe
das Gauss’'schen Algorithmus bestimmen.
Das gestaffelte System lautet damit:

—-x—-—y—-3z=-5 = x= 6
y —4z=-8 = y=-47
4z = 4 = z= 117

Es wird durch x =6, y = —4, z = 1 gel0st.
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Wir zeigen mit Hilfe von Determinanten, dass das inhomogene lineare
(3,3)-System

xx+ x+ x3=1
—x1 — 2x0 + x3 = 2
x1 — X2 + 5x3 =0

nicht /osbar ist.
Zunachst einmal ist die Koeffizientenmatrix A wegen

11
det(A)=| -1 —2 1[=0
15

singular. Daher ist ihr Rang kleiner als 3:

Rg(A) < 3
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 1 1|1
Ae)=| -1 —2 1|2
1 -1 5|0

besitzt den Rang Rg(A|c) = 3, da es eine von Null verschiedene 3-reihige
Unterdeterminante von (A|c) gibt, niamlich

=-—21#0.

=N =
(S I
O N =

Somit ist Rg(A) # Rg(A|c), d.h. das vorliegende (3,3)-System ist unlésbar.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit eines inhomogenen linearen (n, n)-Systems

Beispiel
Wir bestimmen die Lésungsmenge des inhomogenen linearen (4, 4)-Systems
xx1+ x>+ x3+3x =0
2x> + 2x4 = 5
— X1 — X2—2X3—2X4:4
5

2X1 =+ 4X2 + 2X3 + 8X4

mit Hilfe der Matrizenrechnung.
In der erweiterten Koeffizientenmatrix (A|c) werden die folgenden elementaren
Zeilenumformungen vergenommen:

1 1 1 3]0
0 2 0 2|5

(Ale) = 1 -1 —2 —2|a +z =
2 2 8|5 /) —22
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

11 1 3]0
02 o0 2|5
00 -1 1|4
02 0 2|5/) -2
11 1 3|0
02 0 2|5 s

= oo -1 1]a |=®I)
00 00]0

Rg(A) = Rg(A") = 3 = Rg(A"|c") = Rg(A|c)

Die erweiterte Koeffizientenmatrix hat jetzt die gewiinschte Trapezform.
Wegen Rg(A) = Rg(A|c) = 3 ist das lineare System [Gsbar, besitzt aber

unendlich viele Losungen mit einem Parameter, da n—r =4 —3 =1 ist.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Diese Losungen bestimmen wir aus dem gestaffelten System

xx1+ x+x3+3x =0
2x> + 2x4 = 5
—x3 + xs = 4

Wir wahlen x; als Parameter x4 = t (t € R). Fiir die librigen Unbekannten
erhalten wir dann sukzessiv folgende parameterabhangige Werte:

- x3+ x4 =4 = x3= t—4
2xo +2x4 =5 = xx = —-t+25
xx+ x+x3+3x =0 = x = -3t+15

Das lineare System besitzt somit die unendliche Lésungsmenge

x1 = —3t+15

x» = —t+25

X = t_4 teR.
Xg =t
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Homogenes lineares (n, n)-System

Ein homogenes lineares (n, n)-System von Typ

aixt + aexe + -+ amxp = 0
anxt + anxe + -+ awmxp =0
anX1 + amXxo + -+ amxs = 0

ist als Sonderfall eines homogenen (m, n)-Systems stets |&sbar, da die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A|0) ranggleich mit der (quadratischen)
Koeffizientenmatrix A ist:

Rg(A) = Rg(Al0) = r
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Homogenes lineares (n, n)-System

Das homogene (n, n)-System besitzt dabei genau eine Ldsung, ndmlich die
triviale Lésung x1 = x2 = ... = x, = 0 oder x = 0, wenn die
Koeffizientenmatrix A regulir, d.h. det A # 0 ist.

Nicht-triviale Losungen, d.h. von der trivialen Losung x = 0 verschiedene

Losungen, gibt es nur, wenn A singular, d.h. det A = 0 ist. In diesem Fall

existieren unendlich viele Losungen, die noch von n — r Parametern abhangen,
wobei r der Rang von A und (A|0) ist.
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Kriterien fur die Losbarkeit eines homogenen linearen

Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

(n, n)-Systems Ax = 0

Homogenes (n, n)-

System Ax =0
det(A) # 0 det(A) =0
Unendlich viele Losun-
Genau eine Losung gen mit n — r Param-
x = 0 (triviale Lésung) etern (darunter die

triviale Lésung)
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Losbarkeit eines homogenen linearen (n, n)-Systems

Beispiel
Wir untersuchen die Losungsverhalten des homogenen linearen
Gleichungssystems

2x1 + 5x — 3x3 =0
4X1 — 4X2 —|— X3 = 0
4X1 — 2X2 =0
Die Koeffizientenmatrix A ist wegen
2 5 -3
4 -2 0

singular. Das homogene Gleichungssystem besitzt somit nicht-triviale
Losungen.
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Wir iiberfiihren nun das homogene System Ax = 0 mit Hilfe elementarer
Zeilenumformungen in ein dquivalentes gestaffeltes System A*x = 0:

2 5 -3 2 5 -3
A= 4 —4 1| —2zz = 0 —14 7 - (=7)
4 2 0) -2z 0 —12 6 -6

2 5 -3 2 5 -3
= 0 2 -1 = 0 2 -1 = A"
0 -2 1 +2> 0 0 0

r = Rg(A)=Rg(A")=2
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Losbarkeit eines homogenen linearen (n, n)-Systems

Die Lésungen des vorliegenden homogenen (3, 3)-Systems hingen somit noch
von einem Parameter ab, da n — r =3 — 2 =1 ist. Wir losen das gestaffelte
System

2x1 + 5x — 3x3 =0
2X2* X3:0

und erhalten mit dem Parameter x3 = t (t € R) die folgende unendliche

Losungsmenge:
X1 = 0.25¢
x» = 0.5t t € R.
x3 = t
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Beispiel
Besitzt das homogene lineare Gleichungssystem

1 -2 0 -1 x1 0
4 11 1 x | | o
1 2 1 3 xx [~ | o
0 -1 4 4 Xa 0

nicht-triviale Losungen?
Um diese Frage zu beantworten, miissen wir den Wert der Determinanten der
Koeffizientenmatrix

1 -2 0 -1
4 1 1 1
detA = 1 -2 1 3
0 -1 4 4

berechnen.
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Losbarkeit eines homogenen linearen (n, n)-Systems

Dies geschieht wie folgt. Zun&chst addieren wir zur 4. Spalte die 1. Spalte
hinzu und zur 2. Spalte das zweifache der 1. Spalte. Dabei dndert sich die
Determinante nicht (siehe Rechenregeln fiir Determinanten, Kapitel 8.2).
Anschliessend wird die Determinante nach der 1. Zeile entwickelt.

Wir erhalten dann:

1

det A = =1-(—107) = —107

o= N
= O © O
A== O
A D OO
Il
—
= O O
o
b~ O

Wegen det A = —107 # 0 ist das vorgegebenene homogene System nur trivial
|osbar.

= Einzige Ldsung ist somit x = 0.
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Ein lineares (n, n)-Gleichungssystem Ax = c besitzt genau eine Ldsung, wenn
die Koeffizientenmatrix A regular ist.

Dann existiert auch die zu A inverse Matrix A~! und die Lésung des Systems
|asst sich wie folgt berechnen:

Ax =c
= Al.Ax =Al.c
= (AT'-A)x =Al.c
= (E)x =A"1'.¢
= x =A"1l.¢c

Wir berechnen nun das Produkt A~ . ¢, wobei wir die Darstellung aus Kapitel
8.3 fiir A=! verwenden und erhalten:

Au Ax - An C1

At 1 A Axn - Am o3
TR T demt| : :
Aln A2n e Ann Cn
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme
Cramersche Regel

aAu + Axn + - + GAn
1 aAw + QA2 + -+ + GAm
det A : : :

ClAln + C2A2n R o CnAnn

oder in komponentenweiser Darstellung:

aAun + @A+ -+ chAm

= detA

~ = A+ A+ -+ chAm
2T det A

x — ClAln + C2A2n + -+ CnAnn

det A
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Cramersche Regel

Im Nenner dieser Formelausdriicke steht die Determinante der
Koeffizientenmatrix D = det A.

Auch der jeweilige Zahler lasst sich durch eine Determinante darstellen.
Ersetzen wir in der Determinanten der Koeffizientenmatrix beispielweise die 1.
Spalte durch die Glieder c1, ¢, ..., ¢, des Systems, so erhalten wir die n-reihige
Determinante

C1 ai2 ai3 et din

C a2 a3 -+ axn
D =

Cn an2 an3 e ann

Durch die Entwicklung von D; nach der 1. Spalte folgt weiter:
D1 = ciAn + Ao + -+ - + chAn

Daher konnen wir schreiben
D,

X1 = 6 (D:detA)
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Entsprechend erhalten wir fiir die tibrigen Unbekannten x2, x3, .., X»

: D D
3—D7 n—D

mit D1, Dy, ..., D, der Hilfsdeterminanten.

Cramersche Regel

Ein lineares (n, n)-System Ax = c mit reguldrer Koeffizientenmatrix A besitzt
die eindeutig bestimmte Losung

Dabei bedeuten:

D : Determinante der Koeffizientenmatrix (D = det A # 0)
D; : Hilfsdeterminante, die aus D hervorgeht, indem man die i-te Spalte
durch die Glieder c1, ¢, ..., C, ersetzt.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Cramersche Regel

Anmerkungen

@ Man beachte: die Cramersche Regel darf nur angewendet werden, wenn
die Koeffizientenmatrix A regular ist, d.h. D = det A # 0.

@ Um die Ldsung eines (n, n)-Systems nach der Cramerschen Regel zu
bestimmen, miissen insgesamt n 4+ 1 Determinanten der Ordnung n
berechnet werden, namlich D, Dx,...,D,.

Der Rechenaufwand ist dabei - insbesondere bei Determinanten hoherer -
Ordnung - erheblich.

In der Praxis wird man daher die Lésung eines linearen (n, n)-System fiir
n > 3 stets mit Hilfe des Gauss’schen Algorithmus bestimmen.
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Cramersche Regel

Beispiel
Das inhomogene lineare Gleichungssystem

2x1 + x2 + 3x3 = 8
— x1 — 4 + x3 3
X1 + 2X2 — 4X3 =1

besitzt genau eine Losung, da die Determinante D der Koeffizientenmatrix A
einen von Null verschiedenen Wert besitzt:

2 1 3
~1 —4 1 |=31+#0
1 2 -4
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Die Losung bestimmen wir nach der Cramerschen Regel. Dazu bendgtigen wir
noch die folgenden Hilfsdeterminanten:

8 1 3
D, = |3 -4 1]|=155
1 2 -4
2 8 3
D, = | -1 3 1]|=-62
11 -4
2 1 8
Ds = | -1 -4 3|=0
1 21

Das lineare Gleichungssystem besitzt demnach die folgende Lésung:

Dy _ 0

D 155 _

_ D -62 _
D_H_SY X2 = = 2, X3 =

X D~ 31 D 31
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Gauss-Jordan-Verfahren

Berechnung einer inversen Matrix mithilfe elementarer Zeilenumformungen

(Gauss-Jordan-Verfahren)

Zu jeder reguliren n-reihigen Matrix A gibt es genau eine inverse Matrix A~!,
die schrittweise wie folgt berechnet werden kann:
@ Zunachst wird aus der Matrix A und der n-reihigen Einheitsmatrix E die
neue Matrix
ain a2 -+ an |1 0 0
a1 a» - an|0 1 0
(AE) = :
apl  an2 am |0 0 1
vom Typ (n,2n) gebildet.
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Gauss-Jordan-Verfahren

Gauss-Jordan-Verfahren

@ Diese Matrix wird nun mithilfe elementarer Zeilenumformungen so
umgeformt, dass die Einheitsmatrix E den urspriinglichen Platz der
Matrix A einnimmt. Die gesuchte inverse Matrix A~! befindet sich dann
auf dem urspriinglichen Platz der Einheitsmatrix E:

1 0 0 b11 b12 bln
0 1 0 b21 b22 bzn
- N .| =(EA™h
O 0 1 bnl bn2 bnn
mit (b;) = A~%
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Gauss-Jordan-Verfahren

Beispiel
Wir berechnen die zur regularen 3-reihigen Matrix
1 0 -1
-8 4 1
-2 1 0

gehbrige inverse Matrix A™1, diesmal nach dem Gauss-Jordan-Verfahren. Die
jeweils durchgefiihrten Operationen schreiben wir dabei rechts an die Matrix

(Z: Zeile):
0 0
(AIE) = - 1 0 | +8z
0 1) +27

N 00 =
=)
o+
O O =
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

1 0 -1|1 0 O
= 0 4 -7|/8 1 0 =27
01 —-2(2 0 1 =2
1 0 -1|1 0 O
= 01 —-2(2 0 1
0 4 -7|/8 1 0 —47,
1 0 -1(1 O 0 +2Z5
= 0 1 212 0 1 +2273
0 0 110 1 —4
1 0 0|1 1 -4
= 01 02 2 -7 |=(EA™Y
0 0 1/{0 1 -4
Die zu A inverse Matrix A~! lautet somit:
1 1 -4
Al = 2 2 -7
0 1 -4
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Ein einfihrendes Beispiel

. parallele Vektoren . anti-parallele Vektoren

Jeder der beiden Vektoren ist daher als ein bestimmtes Vielfaches des anderen
Vektors in der Form

a=cb bzw. b=ca

darstellbar.
Im Falle paralleler Vektoren sind beide Koeffizienten ¢; und ¢ positiv, bei

anti-parallelen Vektoren beide negativ.
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Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

Ein einfihrendes Beispiel

Wir konnen den Zusammenhang zwischen den Vektoren a und b aber auch
durch eine lineare Vektorgleichung vom Typ

AMa+Xb=0 mit )\1,A2 7&0

ausdruicken.

Zwischen den beiden Vektoren besteht somit eine lineare Beziehung oder
lineare Abhangigkeit. Sie werden daher folgerichtig als linear abhdngige
Vektoren bezeichnet.
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a

. Nicht-kollineare Vektoren

In diesem Fall kann keiner der beiden Vektoren als Vielfaches des anderen
Vektors ausgedriickt werden.

Wir haben es hier mit sogenannten linear unabhangigen Vektoren zu tun. Eine
lineare Vektorgleichung der Form

Aa+Xb=0

kann demnach bei linear unabhangigen Vektoren nur dann erfiillt sein, wenn
A1, A2 =0.
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Xob Aia + \2b

a )\13

. Der Vektor c ist als Linearkombination der Vektoren a und b darstellbar

Offensichtlich I3sst sich in diesem Fall ein beliebiger Vektor ¢ der Ebene durch
eine Linearkombination der Vektoren a und b wie folgt darstellen

c = Aa+ \2b  fiir bestimmte A1, A2 € R.
Die drei Vektoren a, b, und c sind dabei linear abhangig, da in

0=X\Na+ \b—c

nicht alle Koeffizienten gleichzeitig verschwinden.
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Linear unabhangige bzw. abhangige Vektoren

Definition

Die n Vektoren a1, ay, ...,a, aus dem m-dimensionalen Raum R™ heissen linear
unabhangig, wenn die lineare Vektorgleichung

Aar + Xax+ ...+ X\a, =0

nur mit A\;1 = A2 = ... = \, = 0 erfiillt werden kann.
Kann jedoch die Gleichung erfiillt werden, ohne dass gleichzeitig alle
Koeffizienten verschwinden, so heissen die Vektoren linear abhangig.

Anmerkung

@ Im Falle der linearen Abhangigkeit muss es also mindestens einen von
Null verschiedenen Koeffizienten in der Vektorgleichung geben konnen.
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Linear unabhangige bzw. abhangige Vektoren

Beispiel
@ Die beiden Basisvektoren e, = (1) und e, = ( (1) ) der Ebene sind
linear unabhangig. Die Vektorgleichung
Aex + Xe, =0
fiihrt namlich zum homogenen linearen Gleichungssystem

AM-1+X:-0=0
AM-0+X-1=0

mit der eindeutigen Losung A1 = A2 = 0.
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Linear unabhangige bzw. abhangige Vektoren

Beispiel

@ Auf einem Massenpunkt greifen gleichzeitig drei Krafte F1, F, und F3 ein.

Wir fassen diese Einzelkrafte in der liblichen Weise zu einer resultierenden
Kraft

FR=F1+F2+F3

zusammen. Die vier Kraftvektoren bilden dann in ihrer Gesamtheit ein
System aus linear abangigen Vektoren, da in der linearen Vektorgleichung

0=F1+F+Fs—Fg

sogar alle vier Koeffizienten von Null verschieden sind.
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Linear abhangige Vektoren

Linear abhangige Vektoren

Angenommen ein System aus n Vektoren ai, a,...,a, besitzt mindestens eine
der folgenden drei Eigenschaften:

@ Das Vektorsystem enthalt den Nullvektor.

@ Das Vektorsystem enthilt zwei gleiche oder zwei kollineare (d.h. parallele
oder anti-parallele) Vektoren.

© Mindestens einer der n Vektoren ist als Linearkombination der iibrigen
Vektoren darstellbar.

Die Vektoren ai, a»,...,a, sind dann linear abhangig.
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Linear abhangige Vektoren

Beispiel

@ Die aus n Einzelkraften Fy, F2,...F,, die alle an einem Massenpunkt
angreifen, gebildete resultierende Kraft

FR=F.+F,+..+F,

ist eine spezielle Linearkombination dieser Kraftvektoren (ndmlich die
Vektorsumme).
Die (n + 1)-Kréfte F1, Fa2,...F, und Fr sind daher linear abhangig.

69/84 Mathematik 11



Die Vektoren ai,az,...,a, des m-dimensionalen Raumes R™ kdnnen dabei wie
folgt als Spaltenvektoren einer Matrix A vom Typ (m, n) aufgefass t werden:

a1 a2 . adtk ain

ani ax - ke azn
A =

ami am2 e dmk e dmn

Der Spaltenvektor ax besitzt also der Reihe nach die Komponenten

3k, @k, .-, amk (k = 1,2,...,n). Das Matrixelement aj ist demnach die j — te
Komponente des k-ten Spaltenvektors a.
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Kriterien fur die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Mit diesen Bezeichnungen konnen wir die lineare Vektorgleichung
Aar + ax+ ...+ Xa, =0

wie folgt auch als Matrizengleichung schreiben:

a1 a2 -+ aik v+ ain A1 0
a1 ax -+ axk ‘- am A2 0

=1 . oder AMN=0
dml Am2 *** Amk " Qdmn An 0

Es handelt sich hierbei um ein homogenes lineares Gleichungssystem mit den
n unbekannten Koeffizienten A1, A2, ..., A\p, die wir noch zum Spaltenvektor A

zusammengefasst haben.
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Kriterien fur die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Wir wissen bereits, dass dieses System stets I&sbar ist, wobei allerdings noch
zwei Falle zu unterscheiden sind.

@ Fallr=n
Es gibt genau eine Lésung, A = 0.

r=n = MAM=M=.)=0

Die n Vektoren a1, ay,...,a, sind in diesem Fall linear unabhangig.

@ Fallr<n
Es gibt unendlich viele Lésungen fiir die unbekannten Koeffizienten, d.h.
also auch Losungen, bei denen nicht alle \j verschwinden:

r<n = onichtalle\;=0 (i=1,2,...,n)

Die n Vektoren a1, ay,...,a, sind in diesem Fall linear abhangig.
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Kriterien fur die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Kriterium fiir die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

n Vektoren aj,ay,...,a, des m-dimensionalen Raumes IR sind genau dann linear
unabhangig, wenn die aus ihnen gebildete Matrix A = (a1 a; ... a,) den Rang

r = n besitzt.

Sie sind jedoch linear abhangig, wenn r < n ist.
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Beispiel

1 2 4
Die aus den drei Vektoren a = 0 , b= 1 , C= 1 gebildete
1 3 1

Matrix

1 2 4
0 1 1
1 31

ist regular, da ihre Determinante nicht verschwindet:

1 2 4
0 1 1|=-4+#0
1 31

Die Matrix besitzt damit den Rang r = 3.

Wegen r = n = 3 handelt es sich hier also linear unabhangige Vektoren.
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Kriterien fur die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Beispiel
Drei Vektoren a1, a2, a3 des R* bilden die folgende (4, 3)-Matrix:
1 0 3
1 2 -1
1 1 1
1 0 3

Um festzustellen, ob sie linear unabhingig sind, bestimmen wir zunachst den
Rang dieser Matrix mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen:

10 3 10 3 10 3
1 2 -1 | -z 0 2 -4 0 2 -4
11 1| -z 7]lo1 2] =052z ~|o0o o0 o
10 3/) -z 00 0 00 0
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Kriterien fur die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Die Matrix besitzt jetzt die gewiinschte Trapezform, fiir ihren Rang gilt somit

Rg(A) =r=2.
Wegen n = 3 und somit r < n = 3 sind die Vektoren a1, a>, und as linear
abhangig.
In der Tat besteht zwischen ihnen folgender Zusammenhang (wie man leicht
nachrechnet):
1 0 3
1 2 -1
a3 =3a; —2a; =3 1 -2 1 = 1
1 0 3

oder umgeschrieben
3317232733:0
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Kriterien fur die lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Wir konnen aus dem Kriterium fiir linear unabhangige Vektoren noch weitere
Schliisse ziehen:

@ Sonderfall m=n

o A ist reguldr, d.h. detA # 0 = linear unabhingige Vektoren
o A ist singular, d.h. det A = 0 = linear abhangige Vektoren

@ Sonderfall m < n

Die Anzahl n der Vektoren ist grosser als die Dimension m des Raumes,
aus dem sie stammen. Fiir der Rang r der Matrix A gilt dann:

r<m
r<n =r<m<n=r<n
m<n

Der Rang r der Matrix A ist somit kleiner als die Anzahl n der Vektoren,
diese sind daher linear abhangig.
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Lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit von Vektoren

@ n Vektoren aji, ay,...,a, des n-dimensionalen Raumes R" sind genau dann
linear unabhangig, wenn die aus diesen Vektoren gebildete n-reihige
Matrix A regular ist, d.h. det A # 0 gilt:

A regular < linear unabhangige Vektoren

@ Unter den Vektoren des n-dimensionalen Raumes R" gibt es maximal n
linear unabhangige Vektoren.
Mehr als n Vektoren sind stets linear abhangig.

Anmerkung

@ Der Rang r einer (m, n)-Matrix A mit m Zeilen und n Spalten I3sst sich

auch wie folgt deuten:
r ist die maximale Zahl linear unabhangiger Zeilen- bzw. Spaltenvektoren

der Matrix A (r < m, r < n).
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Uber die lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit von Vektoren

@ Ist jedoch die aus den n Vektoren ai, ay,...,a, des n-dimensionalen
Raumes R" gebildete n-reihige Matrix A singuldr, d.h. gilt det A =0, so
sind die Vektoren linear abhangig:

A singuldir < linear abhangige Vektoren

Dies ist der Fall, wenn das Vektorsystem

o den Nullvektor oder zwei kollineare (d.h. parallele oder
anti-parallele) Vektoren enthilt;

@ einer der Vektoren als Linearkombination der librigen Vektoren
darstellbar ist.
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Lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit von Vektoren

Beispiel

1 0 0
Die drei Basisvektoren e, = ( 0 ) e, = ( 1 ) und e; = ( 0 ) des
0 0 1

dreidimensionalen Anschauungsraumes sind linear unabhangig, denn die aus
ihnen gebildete 3-reihige Matrix

0

0

1

=140

10
A=(ece,e;)=[ 0 1
0 0

ist wegen

detA =

O O =
[ o]
—= O O

regular.
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Lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit von Vektoren

Beispiel
Dagegen sind die drei in einer Ebene liegenden Vektoren

()0 (3) e (3)

linear abhangig.
Begriindung: Im R? gibt es maximal zwei linear unabhingige Vektoren, mehr

als zwei Vektoren (hier: drei) sind also stets linear abhingig.
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Anwendungsbeispiel: elektrisches Netzwerk

Das behandelte elektrische Netzwerk mit dem ohmschen Widerstanden R;, R»,

und R3; und einer Spannungsquelle U fiihrte uns zu dem inhomogenen linearen
Gleichungssystem

L — L — 5 =0 1 -1 -1 h 0
Rilh + Rob = U oder R R 0 I = U
Rohb — R3ls = 0 0 R —Rs I 0

Das System besitzt wegen

1 -1 -1
Ry R> 0 :—(R1R2+R1R3+R2R3);£0
0 R —Rs

eine regulare Koeffizientenmatrix A und ist somit eindeutig |6sbar.
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Die Teilstrome I1, k, und /3 berechnen wir nach der Cramerschen Regel unter
Verwendung der drei Hilfsdeterminanten

0 -1 -1
D, = U R> 0| = —(Rz =+ R3)U
0 RR —Rs
1 0 -1
D, = R U 0 |=—-RU
0 0 —R;
1 -1 0
D; = Ri R U |=-RU
0 R O

83/84 Mathematik 11



Kapitel 8: Lineare Algebra: 4. Lineare Gleichungssysteme

und erhalten:

L= &: (R2 + R3)U

D RiR+ RiRs+ R:R;
Lo D RsU

D RiR+ RiRs+ R:R;
Lo~ D R:U

D R1R2+R1R3+R2R3
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