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9. Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung
@ Definition einer Funktion mehrerer Variablen
@ Darstellungsformen einer Funktion
@ Analytische Darstellung
@ Graphische Darstellung
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Definition einer Funktion mehrerer Variablen

Beispiel

@ Wurfparabel beim schiefen Wurf
Betrachte die Wurfparabel eines Korpers, der mit der Geschwindigkeit vy
unter einem Winkel « gegen die Horizontale geworfen wurde.
Die Wurfweite W hangt dabei nicht nur von der Wurfgeschwindigkeit vo
sondern auch noch vom Abwurfwinkel a ab.
Es besteht der funktionale Zusammenhang

2 ,
W = W(w,a) = 2vg - sin(a) - cos(a) _ v sin(2- a)

g g
W ist somit eine Funktion von v und «.

y

Vo

urfweite W
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Definition einer Funktion mehrerer Variablen

Definition

Gegeben zwei Mengen D und W versteht man unter einer Funktion von zwei
unabhangigen Variablen eine Vorschrift, die jedem geordneten Zahlenpaar
(x;y) aus der Menge D genau ein Element z aus der Menge W zuordnet.
Symbolische Schreibweise:

z="f(x;y)

Wir fiihren noch folgende, allgemein iibliche Bezeichnungen ein:
x,y: Unabhangige Variable oder unabhangige Veranderliche
z: Abhangige Variable oder abhangige Veranderliche
f: Funktionszeichen (Funktionssymbol)
D: Definitionsbereich der Funktion
w: Wertebereich oder Wertevorrat der Funktion
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfithrung

Definition einer Funktion mehrerer Variablen

Anmerkungen

@ x,y und z sind reelle Variablen.

@ Der Definitionsbereich D einer Funktion z = f(x; y) kann als eine im
allgemeinen flichenhafte Punktmenge der xy-Ebene aufgefasst werden.

Beispiele
@ z=f(x;y)=2x+y+5

Definitionsbereich D : x,y € R (xy-Ebene)
Wertebereich W : z € R

@ z=f(x;y)=x*+y?
Definitionsbereich D : x,y € R (xy-Ebene)
Wertebereich W : z > 0 (nur positive Funktionswerte)
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Definition einer Funktion mehrerer Variablen

Beispiel

@ z=f(x;y)=+/25—-x2—y2
Definitionsbereich D : 25 — x* — y*> > 0, d.h (x* 4 y? < 25)
Wertebereich W : 0 <z <5

Vv

Definitionsbereich der Funktion z = f(x;y) = /25 — x2 — y2



Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Definition einer Funktion mehrerer Variablen

Analog gelangt man zu Funktionen von mehr als zwei unabhangigen Variablen.
Bei Funktionen dreier unabhangiger Variablen werden diese meist der Reihe
nach mit x, y, z und die abhangige Variable mit u bezeichnet.

Wir verwenden dann die symbolische Schreibweise

u=f(x;y;z) oder u=u(x;y;z).

Eine Funktion von n unabhangigen Variablen kennzeichnen wir durch das
Symbol

y ="f(x1;x;...;xa) oder y=y(x1;x;...;xn).

Die indizierten Grossen x1, X2, ..., X, sind dabei die unabhangigen Variablen, y
die abhangige Variable, auch Funktionswert genannt.

Beispiel
@ u=rf(xy;2)=In(x®+y*+ 22 +1)

Definitionsbereich D : x,y,z € R
Wertebereich W : u >0
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Analytische Darstellung

In der analytischen Darstellungsform liegt die Funktion in Form einer Gleichung
(hier auch Funktionsgleichung genannt) vor.
Dabei wird noch zwischen der expliziten und der impliziten Form unterschieden:
z="f(x;y): Explizite Darstellung (die Funktion ist nach einer Variablen
- hier z - aufgeldst)
F(x;y;z) =0: Implizite Darstellung (die Funktion ist nicht nach einer der
drei Variablen aufgelost).

Beispiele
@ Explizit dargestellt sind die folgenden Funktionen:
z=2x+y+1, z=x>+y% z=sin(x —y)
@ Die folgenden Funktionen liegen in impliziter Form vor:

x2+y2+22—1:0, 2x — 8y +5z+3=0
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung
Darstellung durch eine Funktionstabelle (Funktionstafel)

Setzt man in die (als bekannt vorausgesetzte) Funktionsgleichung z = f(x; y)
fiir die beiden unabhangigen Variablen x und y der Reihe nach bestimmte
Werte ein, so erhalt man eine Funktionstabelle oder Funktionstafel der

folgenden allgemeinen Form:

p4! 2 Yk Yn
X1 Z11 Z12 Z1k Z1in
X2 221 Z22 22k Z2n
Xij Zj1 Zj2 Zik Zin
Xm Zm1 Zm?2 Zmk Zmn

Sie enth3lt genau m - n Funktionswerte in m Zeilen und n Spalten.
Die Funktionstabelle besitzt somit die Struktur einer Matrix vom Typ (m, n).
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfithrung
Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

Geometrische Darstellung einer Funktion z = f(x; y) als Flache im Raum

Eine Funktion z = f(x; y) von zwei unabhangigen Variablen kann in einem
drei-dimensionalen kartesischen Raum durch eine iiber dem Definitionsbereich
D liegende Flache dargestellt werden. Der Funktionswert z besitzt dabei die
geometrische Bedeutung einer Hohenkoordinate.

Kartesische Koordinaten eines Raumpunktes
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfilhrung

Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

20 = f(x0i y0)
P

Geometrische Darstellung einer Funktion z = f(x; y) als Flache im Raum
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung
Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

Ebenen in Raum

@ Das geometrische Bild einer linearen Funktion vom Typ
ax + by + cz + d = 0 ist eine Ebene.

z

(v, z)-Ebene x = 0

\

x (x, y)-Ebene z =0
Parallelebenen

@ z = const = a ist die Funktionsgleichung einer Ebene, die im Abstand
d = |a| parallel zur xy-Ebene z = 0 verl3uft.

Fir a > 0 liegt die Ebene oberhalb, fiir a < 0 unterhalb der xy-Ebene.
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

Ebenen in allgemeiner Lage
Die raumliche Lage einer Ebene mit der allgemeinen Funktionsgleichung
ax + by + cz 4+ d = 0 ldsst sich aus ihren Schnittpunkten S, = (x; 0;0),
S, = (0;y;0) und S; = (0; 0; z) mit den drei Koordinatenachsen bestimmen.
Eine Ebene ist bekanntlich durch 3 Punkte eindeutig festgelegt.
So erhalten wir beispielweise fiir die Ebene 3x + 6y + 4z = 12 die folgenden
drei Achsenschnittpunkte:
S 3x+4+6:-0+4-0=12 = x=4,dh. 5 =(400)
S: 3:04+46y+4-0=12 = y=2dh. S =(0;2,0)
S;: 3:046-0+4z=12 = z=3,dh.S5,=(0;0;3)

S;
e Ebene 3x + 6y + 4z = 12
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

Rotationsflachen Die Funktionsgleichung einer zur z-Achse
rotationssymmetrischen Flache besitzt die allgemeine Form

2 = F(VET7)

Eine solche Rotationsfliche ensteht durch Drehung der Kurve z = f(x) um die
z-Achse. Dabei bewegt sich der Kurvenpunkt (x; z) mit z = f(x) auf einer
Kreisbahn um die z-Achse.
Die x-Koordinate wird zum Radius r des beschriebenen Kreises, der im
raumlichen xyz-Koordinatensystem durch die Gleichungen

x> 4+y*=1r", z=f(r)= const.

beschrieben werden kann.
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfithrung

Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

Hohenliniendiagramm einer Funktion z = f(x; y)

Dle Héhenlinien einer Funktion z = f(x; y) geniigen der impliziten
Kurvengleichung

f(x;y)=c.

c: Wert der Héhenkoordinate z (Kurvenparameter)

Anmerkungen

@ Die durch Gleichung definierten Héhenlinien reprasentieren eine
einparametrige Kurvenschar mit der Hohenkoordinate z = c als
Parameter.

Zu jedem (zul3ssigen) Parameterwert gehdrt dabei genau eine Héhenlinie.

@ Die Hohenlinien sind die Projektionen der Linien gleicher Hohe in die
(x, y)-Koordinatenebene.
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

Beispiel
Die Hohenlinien der Rotationsfliche z = x* + y? geniigen der Gleichung

X —l—y2 = const = ¢

Schnitt der Fliche z = x? + y? mit der Parallelebene z = ¢ und Hdhenliniendiagramm
der Funktion (Fliche) z = x? + y?
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfiihrung

Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

Schnittkurvendiagramme einer Funktion z = f(x;y)

Die folgenden Schnittkurvendiagramme der Funktion z = f(x; y) ergeben sich
durch Schnitte der zugehorigen Bildflache mit Ebenen parallel zu einer der drei
Koordinatenebenen:

@ Schnitte parallel zur xy-Ebene (Schnittebenen: z = const = c):
f(x;y) = const = ¢
(Hohenliniendiagramm)

@ Schnitte parallel zur yz-Ebene (Schnittebenen: x = const = c):
z="f(x=cy)

@ Schnitte parallel zur xz-Ebene (Schnittebenen: y = const = c):

z="f(x;y =c)
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Kapitel 9: Funktionen mehrerer Variablen: 1. Einfithrung

Darstellung einer Funktion als Flache im Raum

Anmerkung

@ In den physikalisch-technischen Anwendungen wird das
Schnittliniendiagramm einer Funktion meist als Kennlinienfeld bezeichnet.

Beispiel

@ Wir bestimmen nun die Schnittkurven der Fliche z = x* + y* mit Ebenen,
die parallel zur yz-Ebene verlaufen (x = c). Sie geniigen der Gleichung

z:c2+y2.

z

Schnittkurvendiagramm der Fliche z = x? + y? (Schnitte parallel zur yz-Ebene)
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