Theorem. Seien A, B,C C U, so gilt
i) AUB=BUA, AnNB=BnNA

i) AUBUC)=(AuB)uUC
ANn(BNC)=AnB)NC
(
(

U
) = )N
iii) AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
iv) AU(BNA)=A, AN(BUA)=A
v) AUA=A ANA=A
vi) AUD=A, ANU=A
vii) AUU=U, Anh=10
vitgg)) AUA=U, ANA°=10
i) 0c=U, U=
z) (A=A
x1) (AUB)¢ = AN B¢ (AN B)¢ = A°U B*
Proposition. Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Ya,b € M
CanCb+#0< Ca=Ch
Definition. Sei f : A — B eine Abbildung.
i) f ist injektiv, wenn x £y € A= f(z) # f(y).
it) f ist surjektiv, wenn Vb € BIa € A: f(a) =b.
iit) f ist bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Theorem. In jeder Gruppe (G,o,e) gilt:
i) Jedes linksneutrale Element ist rechtsneutral, d.h. Ya € G :aoe = a.
it) Jedes zu a € G linksinverse Element o' € G ist rechtsinvers, d.h. aoa’ =e.
iii) Das neutrale Element ist eindeutig.
iv) Zu jedem a € G ist das inverse Element a=! € G eindeutig.
v)Vae G:(a™ )™ =a.
vi) Va,b € G:(aob) t =b"loa 1t
vii) Ya,b € Gz € G:aox =b.
viii) Va,b € GAly e G:yoa =b.
ir) Ya,b,ce G:b=c& aob=aoc.

z) YVa,b,ce G:b=c& boa=coa.

(Kommutativititsgesetze)

(Assoziativititsgesetze)

(Distributivitatsgesetze)

(Verschmelzungsgesetze)
(Idempotenzgesetze)
(Neutralititsgesetze)
(Absorptionsgesetze)
(Komplementarititsgesetze)
(Dualitdtsgesetze)
(Doppelkomplementsgesetz)

(Gesetze von De Morgan)

Definition. (Ring und Korper) Ein Korper erfillt (KR0-10), ein Ring erfillt (KRO-KR5, KR8), ein unitdrer Ring

erfillt zusdtzlich (KR6) und (KR9), ein kommutativer Ring erfillt zusdtzlich (KR10):

(KRO: Die Kérper-/Ringoperationen sind abgeschlossen.)
KR1:Vz,y,zeK:ax+ (y+2)=(x+y)+=2

KR2: Vx,yeK:z4+y=y+=x

KR3: 30 e KvVz e K: 04z =2

KR4:VzxeKIr eK:z+2' =0
KR5:Vx,y,zeK:x-(y-2)=(x-y)- 2

KR6: 1 eKVzeK:1l-z2=2z-1=2

KR7: Vx e K\ {0}3' e K:2' -z =1

KR8: Vr,y,zeK:z(y+2) =ay+zz, (x+y)z=2x2z+yz
KR9: 1#0

KR10:Vz,yeK:z-y=y- -z

(Assoziativitit)
(Kommutativitdit)

(Neutrales Element der Addition)

(Additives Inverses)

(Assoziativitat der Multiplikation)
(Neutrales Element der Multiplikation)
(Inverses der Multiplikation)

(Distributivitat)
(Nichttrivialitat)

(Kommutativitat der Multiplikation)



Definition. Sei K ein Kérper. Eine Menge V' zusammen mit einer inneren Verknipfung (Addition genannt)
+:VxV=>V;(u,v)—u+tv
und einer dusseren Verkniipfung (Multiplikation genannt)

G KXV oV v)—= A
heisst ein Vektorraum iber K wenn folgende Vektorraumaziome gelten:
(Vi) VuyveV:iu+v=v+u
(V2) Yu,v,w €V : (u+v)+w=u+ (v+w)

(V3) 30y e VVu eV : 0y +u=u

(Vi) VueVIveV :iu+v=0y

(V5) VueV:l-u=u

(V6) VA, pe KNueV:i(A-p)-u=A-(p-u)
(Vi) VAe KVu,v e Vi A - (u+v)=X-u+ v
(V8) VA, pe KNueV:(A+p) - u=A-u+p-u

Theorem. Sei V ein Vektorraum iber K und W C 'V eine Teilmenge. W ist ein Unterraum von V dann und nur
dann, wenn folgendes gilt:

i) 0e W.
i) Vuyv e W:u+veWw.
i) Yvu e WWAe K: A-ueW.

Definition. Ein Vektorraum V ist die direkte Summe von Wy und Wy, bezeichnet mit V.= Wy ®Ws, wenn Wy, Wy C
V' Unterraume sind, so dass W1 N Wy = {0} und W1 + Wy = V.

Theorem. Sei S C V eine nicht-leere Teilmenge, so ist die Menge W bestehend aus allen Linearkombinationen der
Elemente von S ein Unterraum von V. Zudem ist es der kleinste Unterraum von V, der S enthdlt, d.h. W ist eine
Teilmenge von jedem Unterraum von V', der S enthdlt.

Theorem. Fir jede Teilmenge S C 'V sind folgende dquivalent:
a) S ist linear unabhdangig.
b) Kein Element in S ist eine Linearkombination der ibrigen Elemente von S.
c¢) Jeder Vektor in 'V besitzt hichstens eine Darstellung als Linearkombination der Elemente von S.

Theorem. Sei V' ein Vektorraum mit einer endlichen Basis B mit n Elementen. Sei S = {uy,...,un} linear
unabhangig mit m < n. Dann existiert So C B mit n —m Elementen, so dass span(SUSy) = V.

Lemma. Gegeben ein endlich-dim. Vektorraum V dber K, ein Unterraum W C V sowie v,v1,v3 € V.
i) v+ W ist ein Unterraum < v € W.
i) v +W=v+WE&uv —vyeW.

Lemma. Sei 'V ein Vektorraum, W ein Unterraum. Sei {v1,...,vn} eine Basis von W und seien {vpma1,...,0n} CV
so dass {v1,...,v,} eine Basis von V ist. Dann ist {vy,1+W,... v, + W} eine Basis von V/W.

Bemerkung. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, und seien W, W1, Wy Unterrdume, dann gelten dim(W7 +
W) = dim(W7) + dim(Ws) — dim(Wy N Wa) und dim(V/W) = dim(V) — dim(W).

Theorem. Sei T :V — W eine lineare Abbildung und {v1,...,v,} eine Basis von V, dann ist
Im(T) = span{T'(v1),...,T(v,)}
Theorem. Sei T :V — W eine lineare Abbildung. Sei V' endlich dimensional. Dann gilt
nullity(T") + Rang(7') = dim V'

Theorem. Sei T :V — W linear und seien dimV = dim W. Dann ist T injektiv genau dann, wenn T surjektiv ist.



Definition. Sei V' ein Vektorraum iber K, B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V, v = Z?Zl Nv; € V. Der
Koordinatenvektor [v]g € K™ von v beziglich B ist definiert durch

AL

Definition. Seien V,W Vektorriume iber K, T : V. — W linear, B = (vi,...,v,) und C = (w1, ..., wy) geordnete
Basen. Die Darstellungsmatrix von T beziglich B,C ist das eindeutige A € My, xn (K) mit

i=1
Wir schreiben [T)G = A. Wenn V. =W und B = C, dann schreiben wir [T)p = [T]5.
Definition. Seien A € M,,xn(K), B € Mpxm(K) so ist BA € Mpyx,(K) definiert durch

k=1

Theorem. Seien T € Homg (U,V), S € Homg(V, W) und A, B,C geordnete Basen von U, V,W. Dann gilt
[STI% = 1SI5(T14

Theorem. Seien T € Homg(V, W), B,C geordnete Basen von V,W. Dann gilt fir alle v eV
[T(v)]e = [T)5[v]s

Theorem. Seien A € M,,xn(K) so ist Ly € Homg (K™, K™). Seien &,,&, die Standardbasen von K™, K™, dann
gelten

i) [Lalgr = A

i) VB € Myyn(K): La=Lp & A=B

iii) VB € Myysn(K)WWA €K : Lasp =La+ Ly, Lna=Ala

iv) VT € Homg (K™, K™)3!C' € My, xn so dass T = Lo. Es gilt C = [T]g;“
v) VE € Mpyp(K): Lup = LaoLg

vi) Falls m =mn, dann ist Ly, = Ign

Theorem. Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdume mit geordneten Basen B,C. Sei T € Homg(V,W). Dann
ist T genau dann invertierbar, wenn [T)G invertierbar ist. Des Weiteren gilt [T~18 = ([T1%)~!.

Definition. Seien V,W Vektorrdgume dber K. V und W sind isomorph (V. = W), falls 3T € Homg (V, W) so dass T
invertierbar ist. Ein invertierbarer Homomorphismus T heisst Isomorphismus.

Theorem. Seien V.W Vektorraume tber K mit Dimensionen n und m. Seien B,C geordnete Basen von V und W.
Dann ist @ ein Isomorphismus, wobei

@ : Homg (V, W) = Myxn(K); T — [T]G
Korollar. dim (Homg(V,W)) = dim(V') dim(W)
Theorem. Seien V ein Vektorraum und B, B geordnete Basen von V. Sei Q = [Iv}g. Dann gelten
i) Q ist invertierbar.
ii) Yo e Vi [v]p = Q[v]5.

Theorem. Seien V ein Vektorraum iber K, B, B geordnete Basen von V., sowie Q = [Iv]g. Sei T € Endg (V), dann
gilt [T}B = Qfl[T]BQ.

Definition. Seien A, B € M, x,(K). Dann sind A, B &hnlich, wenn ein invertierbares Q@ € My x,(K) ezxistiert, so
dass B = Q7 1AQ.



Theorem. Sei V ein Vektorraum diber K mit geordneter Basis B = (vy,...,vyn) und sei B* == (f1,..., fn) € (V*)",
wobei {f; | 1 <i < n} die Koordinatenfunktionen beziglich B sind. Dann ist B* eine geordnete Basis von V* und fir
alle f € V* gilt

Die Basis B* ist die duale Basis zu B.

Theorem. Seien VW Vektorrdume tiber K und B, C geordnete Basen von V und W. Sei T € Homg(V,W), und
T : W* = V* definiert durch T*(g) := go T fir alle g € W*. Dann gilt

1 T* € Homy (W*, V*)
*1B* T
2 (176 = ([15)

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann ist die Abbildung i : V. — V**, ¢(v) := ev, mit
evy(f) := f(v) (f € V*) ein Isomorphismus.

Theorem. Seien A € My xn(K), P € Mpxm(K), Q@ € M,xn(K) und seien P und Q invertierbar. Dann ist
Rang(PAQ) = Rang(A).

Theorem. Sei Ax = 0 ein homogenes System tiber K mit m Gleichungen in n Unbekannten. Sei £ die Lésungsmenge
des Systems. Dann gilt £ = Ker(L ) und somit ist £ ein Unterraum und dim £ = n — Rang(A).

Theorem. Das System Ax = b hat mindestens eine Losung genau dann, wenn Rang(A) = Rang(A | b).
Definition. Eine Matrizx A € M, «n(K) ist in Zeilenstufenform, wenn
i) Zeilen mit Eintragen alle gleich null stehen zuunterst.

it) Der erste von null verschiedene FEintrag in einer Zeile (genannt Pivot) ist der einzige von null verschiedene
Eintrag in der jeweiligen Spalte.

iii) Der erste von null verschiedene Eintrag in einer Zeile ist gleich 1 und steht in einer Spalte rechts des ersten von
null verschiedenene Eintrags der vorangehenden Zeile.

Algorithmus. Um ein LGS von der Form Az = b in n Unbekannten zu ldsen, kann man wie folgt vorgehen:
(1) Bilde die erweiterte Matriz (A | b)
(2) Fiihre (A | b) mittels Gauss-Elimination in eine Matriz (A | b) in Zeilenstufenform diber.

(3) Eistiert eine Zeile mit dem einzigen von null verschiedenen Eintrag in der letzten Spalte, dann besitzt das LGS

keine Lésung und der Algorithmus gibt die leere Menge zuriick.
(4) Partitioniere die Variablen x1,...,z, in zwei Gruppen — die m’ := Rang(A) Pivotvariablen und die n — m’

nicht- Pivotvariablen — und ersetze die nicht-Pivotvariablen durch neue Variablen ti,...,tn_ms.

(5) Lese die allgemeine Lésung s ab:
s§=80+tiur + -+ e Un—m

Theorem. Sei Az = b ein LGS mit m nicht-trivialen Gleichungen in n Unbekannten. Sei Rang(A) = Rang(A | b)
und (A | b) in Zeilenstufenform. Dann ist

i) Rang(A) =m

it) Sei s = so + tiug + -+ + tp—mUn—m (t1,...,th—m € K) die allgemeine Lésung von Az = b. Dann ist
{u1,...,Un—m} eine Basis der Lisungsmenge von Ax =0 und sg eine Losung von Ax =b.

Bemerkung. Anzahl Lésungen eines LGS:

e Fine Losung: Falls n Gleichungen in n Unbekannten: Rang(A) = Rang(Alb) = n. Oder: det(A) # 0
e Keine Losung: Rang(A) # Rang(Ab) (= det(A) =0)
o (Falls |K| = o0) unendlich viele Losungen: Rang(A) = Rang(A|b) < n (= det(A) =0)

Definition. Sei B = (u,v) eine geordnete Basis von R?. Die Orientierung von B ist

det ()

O(u,v) := m



Definition. Eine Abbildung § : M, %, (K) — K ist multilinear, falls sie linear ist in den Zeilen, d.h. fir alle Zeilen
Aqy, - Ay sSowie Azi) € K™ und fiir alle c € K gilt

A An) A
0| cAu + A | =cd | Au |+ | Ap

Agm) A(m) Agm)
Definition. FEine multilineare Abbildung 6 : My, xn(K) — K heisst alternierend, falls gilt
VA € Mpysn(K) : (31 <i<m: Ay = Agigr)) = 6(A4) =0
Proposition. Sei § : M, x,(K) — K eine alternierende multilineare Abbildung. Sei 1 < j < n+ 1 und definiere

n+1
VA € Myyini1(K) 2 g5(A) = (—1)" A;;6(Ay;)

i=1

wobei fL-j € M,xn(K) die aus A nach Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte erhaltene Matriz ist. Dann
ist € : Myi1xn+1(K) = K multilinear und alternierend. Falls § eine Determinante auf My, (K) ist, so ist €; eine
Determinante auf My y1xnt1(K).

Theorem. Sei d eine Determinante auf My, (K). Seien A, B € M, «,(K).
i) Ist B entstanden aus A durch Multiplikation einer Zeile mit ¢ € K. Dann ist §(B) = cd(A).
it) Sind zwei Zeilen von A identisch, dann ist §(A) = 0.
1) Ist B entstanden aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, dann ist §(B) = —d6(A).
iv) Sind die Eintrage einer Zeile von A alle gleich null, dann ist §(A) = 0.

v) Ist B entstanden durch Addition eines Vielfachen der j-ten Zeile von A zur i-ten Zeile von A, wobei 1 <i,j <n
mit i # j. Dann ist 6(B) = 0(A).

Korollar. Sei d eine Determinante auf My, x,(K) und sei A € My, (K). Dann sind folgende dquivalent:
i) 6(A) =0
it) A ist nicht invertierbar
1) Rang(A) <n
Korollar. Sei A € M,,«,(K), seien 1 < i*,5* <n, dann ist

det(A) =Y (=1)"" Ay det(Aije) =Y (=1)"  Ae; det (A )

i=1 j=1

Bemerkung (Sarrus). Fir A € ngg(K) 15t det(A) = A11A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32 — A31A22A13 —
A32A23A11 - A33A21A12-

. %}IA, . %\A/Q\/%%\/ A
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Ay s ~ O\

+ 4 4

Theorem. Sei V ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum, seien T, T € End(V) beliebig. Es gelten:
i) det(ly) =1
i) det(T o T) = det(T) det(T)
iii) T ist genau dann ein Automorphismus, wenn det(T) # 0 und in diesem Fall ist det(T~') = det(T) 1.

w) Sei S:V — W ein Isomorphismus. Dann ist det(S o T o S™1) = det(T).



