D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Losung Serie 12:

Determinanten (Teil 1)

1. a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix zum gegebenen Gleichungssystem Ax = b
ist

1 a a®lu
(Alb)y=| a 1 a®|v
a® a 1 |w

Fiir u = v = w = 2 bemerken wir zuerst entweder durch Inspektion (sprich ge-
naues hinsehen) oder durch explizite Rangberechnung die folgenden zwei Spezi-
alfille:

“a = 1”’: In diesem Falle ist

1 11
Alb=[ 111
1 11

N DN DO

und also 1 = Rang(A) = Rang(A | b). Man iiberpriift, dass (1,0, 1)7 eine
Losung des Systems Ax = b ist und dass (1, —1,0)7 und (1,0, —1)7 linear
unabhingige Losungen des zugehorigen homogenen Systems Az = 0 sind.
Da nullity(L4) = 3 — Rang(A) = 2, folgt also

1 1 1
L = O]+t | -1 +¢ 0 t1, 19 eR
1 0 -1
“q = —1”: In diesem Falle ist
1 —1 112 1 —1 112
A= -1 1 1|2 |25 |0 o0 24
1 -1 1]2/727\0 o0o0lo0
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1 11 L
o o1 1%
0 00

S NN
o O =

-1 00
0 1]2
0 0]0
Folglich ist Rang(A) = Rang(A | b) = 2. Man iiberpriift, dass (0,0, 2)” eine

Losung des Systems Az = bund dass (1,1,0)” eine Losung des zugehorigen
homogenen Systems Az = 0 ist. Wegen nullity(L4) = 3 — Rang(A) ist also

0 1
Z = O] +¢|1
2 0

Falls a ¢ {%1}, dann hat die Koeffizientenmatrix A vollen Rang und ist somit
invertierbar, d.h. Ax = b hat genau eine Losung. Hierfiir berechnen wir A~!
mittels Zeilenumformungen. Man beachte, dass das Polynom a® + a + 1 keine

reellen Nullstellen besitzt, und deswegen a := HIQ% € R wohldefiniert ist (in
Abhingigkeit von a).
1 a a*|1 0 0
(AlL)=| a 1 a*{0 1 0
a> a 10 0 1
1 a a’ 1 00
L0 1-a® d®(l-a)| —a 10
ZrA\ 0 a(l—a?) 1—a* | —a® 0 1
) 1 a a? 1 0
1—a2 72 a? a 1
1 01 I+a 1—g® 1-a? 0
=20 a 1+a®|—7% 0 1fa2
1 a a? 1 0
Zs—alZ a? a 1
: ’ 0 1 1+a ) T 1-a? 1—a? 0
00 lJr1C<Lk+aa 0 - 1fa2 1ja2
1 a a? 1 0 0
aZ a? a
=01 5| = O (+)
0 O 1 O - 13‘;2 1—a2
2 1 a 0 1 0“32 a“22
ZQ_ﬁZg a 1—{-1(17—faa3 1;(1%
i 01 0|~ i &0
0 0 1 0 —1%% T
1+4a ata’—aa® oa?
Jaz 100 (17a2)(12+a) B (17a2)(1;ra) B (17a2)gl+a)
1—as2 01 0|— ata 1+a+aa _ aa
(1—a?)(14a) (1—a?)(1+a) (1—a?)(14a)
aataa a+aa
001 0 TTad(tg (e (iTa)

und folglich ist in diesem Fall die Losungsmenge gegeben durch . = {A~1b},
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wobei

1 14a «a®—a—a®> —ad? 2
A7 = 7 N1 —a—a®> l+a+aa® —aad? 2
(1 —a?)(1+a) 0 —aa —aa® a4+ aa 2
(1—a2)(1+a) 1
1+a+a?
_ 2 (-df)lita) | _ 2
2 1+a+a 2
14+a+a?

Bemerkung: Die Rechnung wurde bis am Schluss durchgefiihrt, weil sich so
im allgemeinen Fall die Losung bestimmen lésst. In diesem Fall wire es bes-
ser, wenn man in () erkennt, dass A vollen Rang besitzt und somit invertierbar
ist, um dann das Gleichungssystem nochmls anzuschauen und zu erkennen, dass
—2—(1,1,1)T eine Losung und somit die eindeutige Lésung ist.

1+a+a?
b) Wenn man den Spezialfall « = —1 in Teilaufgabe (a) betrachtet, sicht man, dass
firu = v = —w = 2 die erweiterte Matrix (A | b) Rang 3 besitzt, also ist

2 = Rang(A) # Rang(A | b) = 3 und somit hat das Gleichungssystem Az = b
keine Losung.

2. Keine Musterlosung.

3. a) Wir wissen aus Serie 6, Aufgabe 1, dass { ( ﬁi; ) , (1‘25; )} genau dann eine Basis

von K2 ist, wenn A1 Agy — A9 A1 # 0, und da dim K? = 2, sind zwei Vektoren
genau dann linear unabhéngig, wenn Sie eine Basis bilden. Also sind die Zeilen
Any = (A1, Arg) und Agg) = (Agi, Ag) genau dann linear unabhingig, wenn
fiir A = (41 422) gilt det(A) # 0.

A € Msyo(K) ist genau dann invertierbar, wenn die Spalten linear unabhingig
sind, bzw. wenn dim Spaltenraum(A) = 2. Wegen

dim Spaltenraum(A) = dim Zeilenraum(A)

ist A also genau dann invertierbar, wenn die Zeilen von A linear unabhéngig sind,
also wenn det(A) # 0.

In Aufgabe (5) beweisen wir die Formel

1 1 [ Ap —A
A A—l — Ah — 22 12
det(4) # 0= det(A) " T det(A) (—A21 An )

b) Wir berechnen beispielsweise

1. det(A) = —5+12=7
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2. det(C) = —5+12=7
3. det(E) =—-5+4+12=7=0 mod 7Tunddet(F)=36—-0=1 mod 7

wobei wir fiir die letzten beiden Matrizen verwendet haben, dass fiiralle a, b, ¢, d, n €
7, gilt

(@ mod n)(d modn)— (b modn)(c modn)=ad—>bc modn

was in Serie 3 gezeigt wurde. Man findet, dass alle Beispiele ausser £ invertierbar
sind.

. Wir berechnen

A —A A A
AfA — 22 12) ( 11 12)
<—A21 A Ay Ay
_ ( AgpAyy — A1pAyr AxpAig — A1p Ao )
— Ao Ay + AnAosr —Ax A + A Ag
=(A11Agy — A12Ag )1, = det(A) L,
A A A —A
AAT — 11 12) ( 22 12)
(Agl A22 —A21 All
_ (A11A22 — AppAy —An A+ A12A11)
AggAgg — AgpAgy —AsArg + A An
=(A11 A0 — A19A9 )1, = det(A) ],

. Wir berechnen

det(Ah) = Ay Ay — (— A1) (—A12) = A11 s — Ay Ajp = det(A)

. AL A .
. Sei AT = (Ai A’;i)’ dann ist

Ay, —A] A —A
ATV — 22 12 22 20 _ AnT
(45 (_A/21 A > (—An An ()
wie gewiinscht.

. “=": Sei det(A) = 0. Falls A = 0, dann ist nichts zu zeigen. Sei also A # 0
und insbesondere A" # 0. Wegen det(A) = 0 ist AA" = 0 und folglich
Ker(L4) # {0}, also ist A nicht invertierbar.

“<": Falls det(A) # 0, dann ist

(det(A)TANA =TI,

und folglich ist A invertierbar.
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5. Wir verwenden die Formel aus Teilaufgabe 4.1 und finden beispielsweise:
1/1 =2
-1 _ =
4T = (6 —5) ’
1/1 =2
-1 _ -
= (6 —5) ’

JA 6 mod7 0 mod?7
" \-3 mod7 6 mod?7

5. 1. Da die Nullmatrix eine Zeile von der Form 0 - A;) enthilt, wire unter der An-
nahme der Multilinearitit A = §(0) = 0§(0) = 0. Das ist absurd.

2. Wir multiplizieren die Zeile A(;y von A mit 0 und erhalten A’ mit der gleichen
zweiten Zeile wie A. Wire ¢ multilinear, dann wire
Das ist aber im Allgemeinen falsch, beispielsweise fiir A = I3.

3. Die Abbildung ist multilinear, wie in den handschriftlichen Notizen am Ende
dieser Datei gezeigt.

4. Die Abbildung ist im Allgemeinen nicht multilinear. Sei beispielsweise K = R.
Angenommen die Abbildung wire multilinear, dann nehmen wir eine Matrix A
mit Ay = Az; = Aszs = 1 und multiplizieren die dritte Zeile mit 2 und erhalten
so die Matrix A’. Fiir diese gilt

2 == 26(14) = (S(A/) - A11<2A31)(2A33) - 4A11A31A33 == 45(14) = 4
Das ist absurd.
5. Die Abbildung ist im Allgemeinen nicht multilinear. Sei K = R und A = I3. Wir

multiplizieren die erste Zeile von A mit 2 um A’ zu erhalten. Wire § multilinear,
dann wire
2 =25(A) =0(A") = (2A11)?A%, A5, =4

Das ist absurd.

6. Wir zeigen, dass die multilinearen Abbildungen einen Unterraum des Vektorraums
aller Abbildungen von M,, ., (K) nach K bilden. Die 0-Abbildung ist sicherlich mul-
tilinear. Es bleibt also zu zeigen, dass fiir multilineare Abbildungen d;, d, und A € K
auch \d; + 9, multilinear ist. Wir berechnen

A A A
(/\(51 + (52) CA(,‘) + A,(i) =\ CA(i) + A/(Z-) + 6y CA(i) + A/(i)

An) A An)
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An) An) Ay Aw)
A A

=c(A61 +62) | Ay | + (A1 +62) A/(i)

Aw) Am)
und folglich ist A\d; + o ebenfalls multilinear, wie gewiinscht.

Wir zeigen nun, dass auch die alternierenden multilinearen Abbildungen einen Un-
terraum bilden. Die Nullabbildung ist sicherlich alternierend. Es bleibt also nur, zu
zeigen, dass fiir alternierende multilineare 1, d, und fiir A € K auch \; + 5 alter-
nierend ist (die Multilinearitit wurde gerade erst bewiesen). Wir berechnen unter der
Annahme A;) = Ag)

A Aq) A
An) Ay Ay
A A
A A
=\6 R ) @ 1=0
" A 2| A
_ \Aw /- A
=0 =0

und somit ist A\d; + d, alternierend.

. Die Idee ist wie folgt: man bemerkt zuerst, dass eine Wahl zweier verschiedener Spal-
ten der Wahl einer Kopie von Msyo(K) in My, (K) entspricht. Die Restriktion einer
multilinearen Abbildung auf diese Kopie von Ms,o(K) definiert eine alternierende
multilineare Abbildung Ms.>(K) — K und wegen der Eindeutigkeit der Determi-
nanten ist diese Restriktion von der Form A det, fiir ein A € K. Andererseits ist die
2 x 2-Determinante definiert auf zwei Spalten — also gegeben durch ignorieren al-
ler ausser zwei Spalten — eine alternierende Bilinearform auf Mo, (K). Es gibt (})
Moglichkeiten, zwei verschiedene Spalten zu wihlen und wir behaupten folglich, dass
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die 2 x 2-Determinanten auf M, ,(K) gegeben durch ignorieren aller ausser zweier
Spalten eine Basis von Alty(K) bilden.

Gegeben die Beobachtung von oben, definiere

Ojrga * Maxn(K) = K (1< j1 <j2 <n)

fir A € MQXn(K) durch 5]‘173'2(14) : A1j1A2j2 — A2j1A1j2- Dann ist 5j1,j2 € AItQ(K)
(Beachten Sie: Im Folgenden ist d;; das Kronecker-Delta und d;; ein Element in
Alty(K); ein weiterer Beleg fiir die enorme Wichtigkeit korrekter Interpunktion.) Wir
zeigen, dass diese Abbildungen linear unabhingig sind. Seien {\j, j, | 1 < j3 < jo <

n}, so dass
0= Z Aj1.g2 01 2
1<j1<j2<n
Betrachte die Matrix A € My, (K) mit A;; = 610, + 020y fir 1 < k <1 < n,
d.h. A enthilt verteilt auf die beiden Spalten £ und [/ eine Kopie von /5 und ist sonst
tiberall 0. Dann ist

0j1.g2(A) =Auj, Agjy — Agj Aujy
=(0110;,k + 0120,1) (0210, + 02205,1)
— (0210, + 02205,1) (0116 ,1 + 6120551
=0j1k0js1 — 0411045k = 01101
wobei wir fiir die letzte Gleichung die Annahmen j; < j, und k£ < [ kombiniert

haben. Somit ist d;, ;,(A) = 1 falls j; = k und j, = [ und 0 sonst. Also ist \;; = 0.
Es folgt die lineare Unabhingigkeit.

Es bleibt zu zeigen, dass sich jede Abbildung § € Alty(KK) als Summe der Elemente
0i1das 1 < j1 < ja < m schreiben lésst. Sei hierfiir £, = (eq,...,e,) die geordnete
Standardbasis. Dann ist

A S Ay
0(A) =0 (1)) -5 ( =171 J1>
“ (A(Q) > g Agjesy

Je=1
n n e
P WIERIGH
i €ja
J1=1j2=1
=142 (6)
D M@ A Ay, + Y N (0) A1 Ay, (dad] ;= 0)
1<ji<je2<n 1<j2<ji<n
Z ]1 J2 A111A2J2 + Z )‘Jz J1 (5) A1j2A2j1
1<j1< 1<j1<j2<nj§_/
J1+32
D N (0)(Ar, Agjy — Ay Agy,)
1<j1<ja<n
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= > N9, (4)

1<j1<j2<n

Da die Koeffizienten \;, ;,(9) durch § vollstindig bestimmt sind, d.h. von A unabhin-
gig waren, folgt also

b= N0

1<j1<j2<n

wie gewiinscht.

Da bekanntlich (%) genau die Anzahl Moglichkeiten ist, zwei verschiedene Spalten

einer Matrix A € Moy, (K) auszuwihlen, folgt dim Alty(K) = (;)
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X AA' A" A
33 c§ :1 > = (CA/J+A/'/ )AzsAgz: < _)(/"'('s Au*. K’:A ATSAH red /i; >45 (’:?3 >

o , A, As
é ((A,;A‘z >ZAM(C/4.Z34 A;;)ASZ':C MA'ZgA‘S’z"' A/4A13A37=CJ(I;;)4 é(ﬁ—;)

3 3

As\ A (,4
' !
2 (c;:* A;>: A A"”(C}rn *AS"LCA” Az Auhnhy -cé (2:)*6 ::)



