D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Ferienserie
2. a) Setze
1 1 3
2 2 6
A=1]2 3 8| eMsQ
-1 1 1
3 1 5

und sei #7 = (11, 79, 23)T € Q3 beliebig, dann ist T'(x) = L (z). Da x beliebig
war ist 7" linear.

b) Wir erinnern uns, dass fiir F' € GL5(Q) gilt Ker(L4) = Ker(Lr4) und wenden
also elementare Zeilenumformungen auf A an:

1 1 3 101
Zo—22, |0 0 0 00O
A2 1o 1 2| 2% o 1 2
298 10 2 4 |23 o 0 0
0 —2 —4 000

Da der Rang unter elementaren Zeilenumformungen invariant ist, sehen wir, dass
Rang(A) = 2 gilt und folglich

nullity (7)) = dim Q® — Rang(T') = 3 — Rang(L,) = 3 — Rang(4) =1

Jeder Vektor (1, x2, x3)T im Kern erfiillt gemiss der ersten Zeile der reduzierten
Matrix x; + z3 = 0 und gemadss der zweiten Zeile x5 + 223 = 0. Dies trifft bei-
spielsweise auf den Vektor v := (1,2, —1)T zu und folglich ist {v = (1,2, —1)"}
eine Basis von Kern(7"). Wir iiberpriifen — dies ist eigentlich bereits bewiesen,
wir kontrollieren also nur auf Rechenfehler — zur Sicherheit noch, ob v tatséich-
lich in Kern(7) liegt:

1 13 0
2 26| /1 0
Tw)y=]2 38||2]|=]o0
~1 1 1| \-1 0
3 15 0

Bitte wenden!



3.

¢) Da Rang(A) = 2 und da Im(7") das Erzeugnis der Spalten von A ist, reicht es,
zwei linear unabhingige Spalten von A zu finden. Man beachte, dass eine Menge
{u,v} genau dann linear abhingig ist, wenn v = v fiir ein A € K. Folglich ist
{AM | AR} eine Basis von Im(7T).

d) Wir wissen, dass
18 = (I115)" = (Hel& (T8 Hesl?) " = (o))" AT (HTesl,) "

Die Basiswechselmatrizen von einer Basis zur Standardbasis sind die Matrizen
mit den entsprechenden Basisvektoren als Spalten. Entsprechend ist

101
Il =1 1 0
011
1 1 00 0
1 =100 0
I =0 0 10 0
00 01 1
00 01 —1
2 2 00 0
|2 -2z00 0
jU@iZWM@_IZ 0 0 40 0
00 02 2
00 02 —2
und folglich
2 2 00 0
L1 1T O0y /122 -1 3\[2 200 0
75 ==10 1 1)1 23 1 1]{0 0 40 0
\1o01/\36s8 1 5/|o 0 02 2
00 02 —2

3 -1 5 2 =2
=6 -2 11 4 -2
6 -2 10 4 —4

a) Wir verwenden U + W C V = dim(U + W) < dim V' und erhalten
dim(UNW) =dimU + dim W — dim(U + W)
>dimU +dim W —dimV > 2+ 2 —n =0

und folglich ist dim(U N W) > 1, also U N W # {0}.

Siehe nachstes Blatt!



b) Wir wissen

dim (U + W/W) —dim(U + W) — dim W
—dim U + dim W — dim(U N W) — dim W
=dimU — dim(U N W) = dim (U/U n W)

und da alle involvierten Vektorrdaume endliche Dimension haben, ist U + W/W =
U aw.

¢) Seip : V — Vjy die Projektion v — v + W. Wir wissen, dass diese Abbil-
dung ein Homomorphismus ist. Folglich ist /' := p~'(E) C V ein Unterraum
(siehe unten), und wegen 0 € FE gilt W = Ker(p) C p~'(E). Es gilt sicher
p(p~'(E)) C E, und es bleibt somit zu zeigen, dass p(p~'(E)) = E. Seiz € E,
dann ist x = v 4+ W fiir ein v € V und somit x = p(v) fiir ein v € V. Per
definitionem ist v € p~!(FE) und also = € p(p~'(F)). Da x beliebig war, folgt
E C p(p~'(F)) und somit ist p(F') = E wie gewiinscht.

Behauptung: Seien X,Y Vektorrdume iiber einem Korper K, sei Z C Y ein
Unterraum und sei 7' € Hom(X,Y'). Dann ist 7' (Z) C X ein Unterraum.

Beweis der Behauptung: Wegen 0 € Z ist Ker(T) C T*(Z) und insbesondere
0T YZ),alsoist T~1(Z) # (. Seien vy, vy € T7H(Z) und X € K, dann ist

T(Ul + )\’Ug) = T(Ul) + )\T(Ug) € Z,

da Z ein Unterraum ist, und folglich ist vy + A\vy € T7(Z) und T~ (Z) also ein
Unterraum. O

d) Es gilt
dim (V/W/U/W) =dim (V/W> — dim (U/W>
=dimV —dimW —dim U + dim W
=dimV —dimU = dim (V/U>

~

und da alle involvierten Vektorrdume von endlicher Dimension sind, folgt V/W/U fin%s
Vi

a) Im Folgenden seien ® und ¥ wie in der Aufgabenstellung. Wir bemerken, dass
Jo'' = —Jound JT = —J. Es gilt

(@) Jo(@W) = U1 (0T Jy@) U = U Jy ¥ = J,

Bitte wenden!



Falls WU invertierbar ist, dann ist auch U7 invertierbar und
VI = Jy= Jo= () Lt = (@ HT et

und folglich ist ¥~! € Symp(R?"). Tatsichlich ist Symp(R?**) C GLs,(R),
denn es gilt
VI = Jy = —Jo Ul JyU = I,

Insbesondere ist U1 = — Jy W’ J,. Daraus folgern wir, dass 7 € Symp(R?"),
denn wegen dem vorigen Reultat ist
Jo =(UHTJo U = (= oW I Jo (=TT Jp)
=J3 VIS JoJoUT Ty = (—Jo) ¥ (—Jo)(—I2,) W Ty
=— JoUJoU" J
= (VT JouT =W J 0T = JyJo(—Jo) = Jo

und folglich ¥7" € Symp(R?").

b) Es ist klar, dass I, € Symp(R*"), und folglich besitzt die Menge Symp(R*")
ein neutrales ELement. Wir haben in Teilaufgabe (a) gezeigt, dass die Menge un-
ter Matrixmultiplikation abgeschlossen ist. Die Assoziativitit der Verkniipfung
folgt aus der Assoziativitit der Matrixmultiplikation auf Ms,, 2, (R). Jedes Ele-
ment in Symp(R?") besitzt nach Teilaufgabe (a) ein inverses Element (ndmlich
das inverse Element beziiglich Matrixmultiplikation). Folglich ist Symp(R?") ei-
ne Gruppe.

¢) Wir haben in Teilaufgabe (a) eine Formel fiir ® ! angegeben; daraus folgt

G are (0 =1\ (AT CTY (0 —I
=== (1 0)\B" D")\I 0
(=BT -D™\ (0 -1\ __(-D" BT
N AT T I o) cr  —AT
DT BT
(G )
Insbesondere ist eine 2 x 2-Matrix ® = (2%) € GLy(R) genau dann symplek-

tisch, wenn @' = (. ") und da im allgemeinen &~ = —L— (4 *), istdies

" ad—bc \ —c
genau dann der Fall, wenn det(®) = ad — be = 1.

d) Wir wissen, dass det(®~!) = det(®)~'. Andererseits ist @~ = —Jy®7 J; und
folglich

det(®1) =(—1)?"det(Jy®" Jy) = det(Jy)* det(dT)
=det(—1I5,) det(®) = (—1)*" det(®) = det(P)

Also gilt insbesondete det(®)~! = det(®) und folglich det(®) € {+1}.

Siehe nichstes Blatt!



S.

7.

a) Diese Matrix lisst sich ohne Anwendung von Permutationen zerlegen und man
findet mit elementaren Zeilenoperationen

1 0 0 0 1 2 -1 3
31 0 0 0O -9 8 -8
M = 2 29 29
Lg 1ofloo g -2
23 5% /N0 0 0 -3

L —R

b) Wegen Teilaufgabe (a) ist det(M) = det(L) det(R) = 87 und also ist M inver-
tierbar. Folglich ist £ ,—o = Ker(Lys) = {0}.

a) Betrachten Sie die Standardbasis (e, e3) von R?, dann ist —%€2 € span{ey, e},

aber ¢; — 1€ und €3 — €2 = 1es sind linear unabhéingig. Die Aussage ist also
falsch.

b) Sei W Unterraum von V' mit der geordneten Basis B = (vy, vo, v3), also insbe-
sondere W = span{v;,ve,v3}. Sei T € End (W) die eindeutige lineare Abbil-
dung, fiir die gilt 7'(v1) = v; — vg, T'(v3) = v — v3 und T'(v3) = vy + v3. Dann
ist die Darstellungsmatrix von 7" gegeben durch

Und insbesondere ist

10 0 1
—1 1‘_(_1)*’—1 1‘_2

{v1 — vg,v9 — v3,v1 + v3} ist per definitionem genau dann linear unabhingig,
wenn {7 (v1),T(vy), T(v3)} linear unabhiingig ist, also genau dann, wenn [T']5
vollen Rang besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn [T']; invertierbar ist und
also genau dann, wenn 2 € K*, bzw. wenn 2 # 0 gilt in K.

det(T) = 1%

a) Im Folgenden sei \j, := €2~ . Definieren Sie die Matrix F € My ~(C) durch

1 . 1 (j=Dk
.ij = \/_N/\i_l = \/—N€2moj\’)k (1 S ]{?,j S N)

Sei (z1,...,2n)" € CV, dannist Fz € My (C) und

N N N—-1
1 - 1 ,
(F2)l =Y Frjzi = —= D N 'zj=—=> Mz =DFT(2),
J=1 szl VN §=0

Insbesondere ist DFT = L, somit linear und [DFT]ZY = F.

Bitte wenden!



b)

c)

Zur Losung dieser Teilaufgabe haben Sie mehrere Moglichkeiten. Beispielsweise
wissen Sie aus der Analysis (Serie 11, Aufgabe 2), dass die Menge {\; | 1 <
k < N} genau die Menge der Nullstellen des Polynoms X* — 1 ist, und dass
letzteres genau /N verschiedene Nullstellen besitzt. Insbesondere ist also

0£ [ — det(F)
1<k<I<N
wobei wir hier Aufgabe 6 aus Serie 12 verwendet haben.
Wenn man die entsprechende Aufgabe nicht gelost hat, geht man wie folgt vor:

Sei fj = Z;VIAJ 'e;, wobei {¢; | 1 < j < N} C (CN)* die Koordinaten-

funktionen bezughch der Standardbasis {ey, ..., ey} sind, d.h. ¢;(e;) = d;;. Wir
zeigen, dass gilt NY_ Ker(f,) = {0} und folghch wegen DFT(2), = fu(z) —
auch

Ker(DFT) = Ni_, Ker(f;,) = {0}

Hierfiir zeigen wir, dass fiiralle 1 < k£ < N ein 2(k) € CN existiert, so dass
W) =06k #1

Setze (2); = A\, 7, dann ist

N N

fi(z®)) = Z NTIAT = Z p2mi Gk

J=1 J=1 ]=1

27r7, N

Mz

Falls k = [, dann ist also f;(z2¥)) = N % 0. Sei k # [, dann ist ¢2"'~ + 1 und
also

N-1 k—l\ N .
el (627” ~ ) -1 €2m(k—l) -1
k=1 =) =0
e™ N —1 e N —1

Eine dritte Moglichkeit wire, direkt die Inverse von DFT anzugeben und somit
Teilaufgabe (b) und (c) auf einmal zu I6sen.

Am einfachsten ist es, die Inverse (wie im wesentlichen oben getan) zu erraten.
Wir behaupten, dass Lr o Ly = Icx. Wir berechnen

N
_%Z‘Fkr ] Z}_Tk}_w
fv v
27rzu

1
N

Siehe nichstes Blatt!



N .
_1 omiryi—k _ J1 fallsj=4Fk
_N;(e V= {O sonst

Also ist 7' F = Iy und folglich
L?T oDFT = L?T o L]: = L?T]__ = L[N = I((:N,
also DFT ™! = L.

d) Man berechnet fiir1 < k < N:

~1 N-1 N-1
2mi 2k 2mi Lk
DFT(z#y)k = Y N (zxy)jp = N > 2y
j=0 7=0 =0
N-1 N-1
omill  _omile 2midh
= Q18 Ne N e NYjt1-1
=0 =1 7=0
N-1 N-1 o
orilk 2mi =
= E Zp1€7 N € N Y11
1=0 §=0
N-1 N-1
2mi tk 2mi ik
=) z eV e Ny; 11 = DFT(z) - DFT(y)
=0 Jj=0

wobei wir im letzten Schritt die Periodizitit von e2™~ y;j+1 verwendet haben,
insbesondere die Folgerung, dass

N—-1

N-1
. o UHDE omi 1k
VieZ: E e N Yjpipl = E e N Y
j=0 7=0




