D-MATH Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Losung 2: Relationen, Abbildungen, Michtigkeit, Gruppen

1. Gegeben n, m € Z schreiben wir
m|n<3dkeZ: n=km

Wir sagen m teilt n. Eine Zahl n € Z ist gerade, genau dann wenn 2 | n.

a) Gegebenn € Z gilt n — n = 0 und also ist = reflexiv.

Angenommen 2 | n — m, dann n — m = 2k fiir ein k € Z und also m —n =
—2k = 2(—k), so dass 2 | m — n. Das zeigt

N=MmMm=m=n

und somit ist = symmetrisch.

Angenommen 11, N9, N3 € Z so dass ny = ny und ny = ng, und seien ki, ky € Z
so dass
ni—ni+1:2ki ’L:].,2

Dann gilt
ny —ng = (n1 — ng) + (TLQ — ng) == 2]{31 + 2]€2 = 2(]61 + ]{?2)

Es gilt also 2 | n; — n3 und da nq, ny, n3 beliebig waren, folgt die Transitivitit
von =.

Seien [0] C Z und [1] C Z die Restklassen von O und 1. Da 1 # 0, gilt [1] N [0] =
(). Sei nun n € Z, dann ist entweder n gerade, in welchem Falle n = 0, oder n ist
ungerade, also n = 1. Tatsdchlich sei k = max{l € Z | 2l < n}, dann folgt aus
2 {1 n, dass 2k < n, und aus der Maximalitit von k, dass 2(k + 1) > n, also

2k <n < 2k+2

und folglich n = 2k + 1, bzw. n = 1. Es gilt also [0] U [1] = Z — wobei LI die
disjunkte Vereinigung bezeichnet — und somit ist

(z/ =) = {0}, 1]}

Bitte wenden!



b)

d)

a)

Die resultierende Relation ist keine dquivalenzrelation, da sie zwar symmetrisch,
aber weder reflexiv noch transitiv ist. Fiir n,m € 7Z ist wegen Teil (a) n — m
ungerade genau dann, wenn n —m = 2k + 1 fiirein £ € Z. Aber n —n = 0 und
also wiire die neue Relation nicht reflexiv. Sie wiire symmetrisch, da

m—-—n=—2k+1)=2(-k)+(1-2)=2(-k—-1)+1
Transitivitiat wire ebenfalls nicht erfiillt. Seien kq, ks € 7Z so dass
n;—mni=2k+1 1=1,2
dann folgt
ny —ng = (ng —ng) + (ng —n3) =2k + 1+ 2ko + 1 =2(ky + ko + 2)

und also 2 | n; — ng.

Die Vorgehensweise ist dieselbe wie fiir die Relation = von oben. Da n | 0, gilt
m ~, m fiir alle m € Z und folglich ist die Relation reflexiv.

Seim — [ = knfurein k € Z,dh. m ~, [, dann gilt | — m = —kn = (—k)n
und also n | [ —m, i.e. [ ~, m. Somit ist ~,, symmetrisch.

Seien wieder my, mo, ms, k1, ko € 7 so dass

mi—miﬂzkm Z:1,2
Dann folgt
my —mgz = (my —my) + (Mg —ms) = (k1 + k2)n

und fOlghCh my ~yp Mo, Mo~y T3 = TN~y 3.

Seien [0],...,[n — 1] die Restklassen von 0,...,n — 1. Seien 0 < k < | < n,
dannist 0 <!—Fk < nund folglichn { I —k, d.h. [k]N[l] = (). Sei l € Z beliebig
und sei k := max{l € Z | kn < [}. Per definitionem gilt

kn<l<kn+n

beziehungsweise 0 < [ — kn < n, also [ — kn = m fiir ein 0 < m < n und also
[ ~, m,und dal € Z beliebig war folgt

L] ~n=A{[m] [0 <m <n}

“=": Esistklar,dassb=c=aob=oaoc.
“<=": Seiaob = aoc.Da( eine Gruppe ist, existiert € G mit x oa = e, und
also wegen Assoziativitit:

b=eob=(xoa)ob==xzo0(aob)

=zo(aoc)=(roa)oc=eoc=c

Siehe nichstes Blatt!



3. Firn = 1sei [z] := x und fiir n = 2 sei [z, x3] := x1*x5. Diese Definitionen erfiillen
offensichtlich die drei bedingungen. Seien nun die Produkte [x1, ..., x| definiert fiir
1 < k < n. Jede Definition von [z, ..., 2,1] mit den gewiinschten Eigenschaften
erfulllt (fiir den Spezialfall ¢ = n) die Gleichung

[mly s al‘n-‘rl] = [:L‘ly s ,an] * [:L‘n—&—l]

Die rechte Seite ist aber von der Form y * ,, 11, mity = [z1, ..., x,] und somit liefert
die rechte Seite die eindeutige Definition von [z1, . .., Z,41]. Es bleibt zu zeigen, dass

[xla"'y'xn-‘rl] = [’Ilv"'rxi]*[xi+17"'7$n+1] vl <1<n

Per definitionem konnen wir annehmen, dass 7 < n und es folgt also unter Verwen-
dung der Assoziativitét

[xla"'axn+1] :[$17 ]*l’n+1
:([xl,..., i * [iat, o)) * T
:[Il, ] ([.Z'H_l,...,l’n] *Jin+1)
=l m] e [T, ]
da das eindeutige Produkt von n + 1 — ¢ Elementen x; 1, ..., 2,41 gegeben ist durch
[l’i+1, c. ,.’ﬂnJrl] = [xi+l> c. ,iL‘n] * Ty

4. a) Sei G = {e, a, b} mit Verkniipfung o und neutralem Element e. Dann wissen wir

wobei die “x” Platzhalter fiir noch nicht bestimmte Eintrdge sind. Beachte, dass
in jeder Spalte und jeder Zeile jedes Element von G genau einmal auftaucht. An-
dernfalls existiert (allgemein fiir endliche GG) ein h € G, das zweimal auftaucht
und also ¢;, 95,9 € Gmitg; # gjund g;0og = gjog = h (bzw. go g; =
g o g; = h), was absurd ist (siche Aufgabe 2). Wir wissen also a o a € {e, b}.
Falls a o b = b = e o b, dann gilt ebenfalls wegen der Kiirzungsregel a = e. Also
istaob=eundaoa=0bund somit

Bitte wenden!



b) Ohne Musterlosung. Die Vorgehensweise ist wie in Teilaufgabe (a).

c) G ist abelsch genau dann, wenn g; o g; = g, o g; fiir alle 7, j genau dann, wenn
die Gruppentafel symmetrisch ist.

d) Wir fiihren die folgende Notation ein: Gegeben ein Winkel ¢ € [0, 27) bezeichne
r4 die Rotation der Ebene um den Mittelpunkt A/ um den Winkel ¢ im Gegen-
uhrzeigersinn. Die Menge solcher Rotationen, die das Quadrat auf sich selber
abbilden, ist

k
R = {r¢|¢:§fﬁr0§k‘<4}
Im folgenden bezeichnen wir r := r/» und man sieht leicht, dass
R={r"|0<k<4}

wobei 7% := id falls k = 0 und ¥ := 7! o r falls £ > 1. Man beachte, dass R
bereits eine Gruppe bildet, mit neutralem Element id und Inversen (r*)~! = r4-*,
Wir bezeichnen im Gegenuhrzeigersinn mit Sy, 0 < £ < 4, die Symmetrieachsen
des Quadrats, beginnend mit der horizontalen Symmetrieachse und wir bezeich-
nen mit s, die Spiegelung der Ebene entlang der Achse Si. Zur Vereinfachung
der Notation schreiben wir s := s,. Im Folgenden sei s,, := s;, fiir n € 7, wobei
0<k<4dsodassn ~y k.

Als erstes bemerken wir drei spezielle Relationen, die wir verwenden werden,
um die gewiinschte Beschreibung der Gruppe D, zu erhalten. Zuerst tiberpriift
man fiir die vier Spiegelungen explizit, dass

sp=rFs YO<k<d4 (D)
Andererseits gilt aber auch
ok —k
Sk =TnjsSTr )y Yk €L 2)

Falls 0 < k < 3, dann iiberlegt man sich das konkret anhand des Quadrates.
Andernfalls sei k € Zundsei k = 4l +n firl € Zund 0 < n < 3. Beachte,
dass rfr =T Dann ist per Definition s, = s, = 17 /487';/72. Des Weiteren ist
r2sr~2 eine Rotation um Winkel 7 um den Nullpunkt, gefolgt von einer Spie-
gelung entlang der z-Achse, gefolgt von einer Rotation um 7 um den Nullpunkt
dasselbe wie eine Spiegelung entlang der x-Achse, denn die Rotation um Winkel
7 ist eine Spiegelung am Nullpunkt und sendet (x,y) nach (—xz, —y), wihrend
die Spiegelung s den Punkt (z, y) auf (x, —y) abbildet, also

-2 2

($7y) T_> (_$a _y) i} (—$,y) ’T_> (ZE, _y)

4

Also ist r*sr~# = s und folglich

_ _.n -n __..n 4l —4lN,.—n __ k_...—k
Sk = Sp = /r.7r/4sr7r/4 - 7a7r/4(747r/4$7ﬁ7r/4)7/.71'/4 =rsr

Siehe nachstes Blatt!



wie behauptet.

Wir zeigen nun, unter Verwendung dieser Relationen, dass sich jedes Element
in D, in der Form s'r* mit I € {0,1} und 0 < k < 4 schreiben Idsst. Seien
0 <47 < 4und k € Z, dann bemerken wir zuerst, dass

sirt L (rs)t = R (e = PR Hsra) = s gy = 1hs (3)

Falls nun ¢ = s; oder ¢ = r*, dann sind wir fertig, denn wegen s? = id und (3)
hat

oc=s5=r's=(sr")7! & (r's)™t = sr™" = srt™
die gewiinschte Form und im Falle o = r* ist nichts zu zeigen. Seien nun also
m > lund 7;, 1 <7 < m+ 1, Rotationen und Spiegelungen. Angenommen, die
Behauptung gilt fiir Kompositionen von m oder weniger Rotationen und Spiege-
lungen, dann folgt aus der Assoziativitit, dass

Tm+lo...o7'1:Tm+lo<7—m"'o7—1>:Tm+lo<slrk>

fir0 < k < 4und! € {0,1}. Wenn 7, eine Spiegelung ist, dann sind wir
fertig. Sei also 7,,41 = r" fiir 0 < n < 4. Falls [ = 0, dann sind wir fertig.

Andernfalls folgt

[NE))

Tm1 O -+ 0T = 1"sr® = gp " F

wie gewiinscht, da "% = 7¥ fir 0 < k' < 4. Dies 16st die Aufgabe. Wir
zeigen zusitzlich, dass |Dy| = 8, d.h. dass die strk tatsichlich alle verschieden
sind. Angenommen [,I’ € {0,1} und 0 < k, k" < 4 so dass s'r* = s"r¥, dann
ist auch s~ = 7% und da r die Orientierung der Ebene erhilt wihrend s die
Orientierung dndert, gilt [ = I’. Es folgt &’ ~4 k, und also ist k = k'.

e) Suchen Sie ein Gegenbeispiel, d.h. zwei Elemente 7,0 € D, sodass 700 # goT.



