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1.

a)

b)

Losung 3: Ringe, Korper, Vektorrdume

Bemerkung: wir werden die notwendigen Eigenschaften der Verkniipfungen nur
fiir die Addition beweisen. Wir zeigen zuerst, dass die Addition wohldefiniert ist,
d.h. [k +1] in der Definition ist unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten von
[k] und [I]. Seien k, 1, s,t € Z, dann ist

(k+sn)+(+tn)=k+Il+(s+t)n=k+1 modn
Also ist 4+ wohldefiniert. Die Verkniipfung ist assoziativ, da Z ein Ring ist:

(k] +[1])+[s] =+ +[s]=[(k+1)+s]=[k+ (I +9)]
=[k] + [l + s] = [K] + ([I] + [s])

Die Verkniipfung ist kommutativ:

]+ 1 =[k+1 =1+ k] = [[] + [K]
Wir finden ebenfalls:

(0] + [k] = [0+ k] = [K]
sowie
[k] + [kl = [k = k] = [0]

Ahnlich folgt, dass [1] - [k] = [k], und die Distributivititsgesetze folgen aus der
Distributivitit von Z.
Also ist Z,, ein Ring mit Eins (d.h. es gilt K6) und kommutativ (d.h. es gilt K10).
Falls n # 1, dann ist [1] # [0] und Z,, ist nicht-trivial.
Wir sagen, zwei Elemente e, f € Z sind teilerfremd, falls gilt:

VmeZ:mleAm|f = m==l

Zuerst stellen wir fest, dass wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass e, f > 0, da
e | b genau dann wenn —e | b. Es ist klar, dass fiir 0 < e, f < 1 die Aussage wahr
ist,da 1 | b fur alle b € Z. Sei nun n > 1 und die Aussage wabhr fiir ¢/, f' € N
mit ¢, f' < n.

Angenommen e, f € N seien teilerfremd und max{e, f} < n + 1, dann konnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass e < f. Division mit Rest liefert eindeutige r € N
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¢)

und 0 < s < esodass f = re+ s. Dies zeigt, dass jeder gemeinsame Teiler m €
N von s und e ein Teiler von f und somit ein gemeinsamer Teiler von e und f ist.
Also sind s und e teilerfremd. Nach Einsetzen erhalten wir ae = bf = bre + bs,
und also ist e ein Teiler von bs. Da nach Annahme 0 < s < ¢ < nund s und e
teilerfremd sind, folgt aus der Induktionsannahme, dass e | b.

Im Folgenden sei ein Teiler m von k und [ maximal, wenn jeder andere Teiler
von k und [ ein Teiler von m ist. Die Behauptung ist also, dass jedes Paar von
Null verschiedener Zahlen einen maximalen, gemeinsamen Teiler besitzt und der
bis auf Vorzeichen durch £, [ eindeutig bestimmt ist.

Wir beweisen dies per Induktion. Sei max{|k|,|l|} < 1,danngelten 1|k A1 ]!
sowie —1 | kA—1 | 1. Seim € Z\{0} mitm ¢ {£1},dann gilt m { kAm { [, und
somit haben 1, —1 die notwendigen Eigenschaften und der ggT'(k, [) ist eindeutig
bis auf Vorzeichen.

Angenommen es gibt n € N, n > 2, so dass die Existenz eines maximalen
Teilers sowie seine Eindeutigkeit bis auf Vorzeichen fiir alle Paare (£’,1’) von
Null verschiedener, ganzer Zahlen mit

max{[K|, [I'} <n —1

gelten und seien k,l € Z \ {0} mit max{|k|, |/|} < n.Falls |k| = |l| = n, dann
ist n ein gemeinsamer Teiler von £ und [ und jeder gemeinsame Teiler von &k und
[ ist ein Teiler von n, somit ist n ein maximaler Teiler.

Sei nun 0.B.d.A. |k| < n. Wegen 1 | £ A 1 | [, besitzt das Paar k,[ einen ge-
meinsamen Teiler a € Z \ {0}. Des Weiteren gilt a | & = |a| < |k] (siehe
Analysisvorlesung). Also ist die Menge

Tki):={a€Z|alkANall}
endlich und insbesondere
T(k,l)C{a€Z]|a|l <n}

Sei a € T'(k,1) so dass |a| maximal (beziiglich Ordnung induziert von R — siehe
Analysisvorlesung). Wir behaupten, dass a ein maximaler, gemeinsamer Teiler
im Sinne der Aufgabenstellung ist. Um einen Widerspruch zu erzeugen, nehmen
wir an, dass b € T'(k,1) mit b 1 a und (0.B.d.A.) 0 < b < a. Dann sind a und
b teilerfremd. Um dies zu zeigen, sei 0 < m < b ein maximaler, gemeinsamer
Teiler von a und b, dann sind a« = am und b = Sm mit teilerfremden «, § € 7Z.
Da b t m, wissen wir J # +1. Zusitzlich existieren r,s,t,u € Z, so dass
k = ram = sfm sowie | = tam = ufm. Aus der vorangehenden Teilaufgabe
folgt 5 | rund 3 | t, also existieren 7', t' € Z sodass k = r’Saund [ = t'a. Also
ist |Bla € T'(k,l), im Widerspruch zur Maximalitit von a. Da a, b teilerfremd
sind, folgt aus der vorangehenden Aufgabe, dass ab ein gemeinsamer Teiler von
k und [ ist, und wegen Maximalitit von a folgt b = +1, im Widerspruch zu b 1 a.

Siehe nachstes Blatt!



d) (1) = (2) Esistklar, dass (k,[) | sk + tl fir alle s,t € Z.
(2) = (1) Da N wohlgeordnet ist, besitzt die Menge

{deZ|3s,t€Z:d=sk+tl} NN

ein minimales Element d*. Aus ggT (k, )|k A ggT(k, )|l folgt ggT(k,1)|d*.
Wir zeigen, dass d*| ggT'(k, 1), woraus folgt, dass d* = + ggT'(k, ). Wir ver-
wenden Division mit Rest und schreiben £ = pd* 4+ ¢ mit 0 < ¢ < d*. Es
gilt

g=k—pd*=k—p(sk+tl) = (1—ps)k — ptl
und wegen Minimalitdt von d* folgt ¢ = 0. Also ist d* ein Teiler von k. Ana-
log beweist man, dass d* ein Teiler von [ ist. Per definitionem von ggT (k,[)
folgt d*| ggT(k,1) und also d* = +ggT(k,1).
Alternativ kann man auch hier Induktion verwenden: Es reicht zu zeigen, dass
s,t € Z existieren, so dass (k,l) = sk + tl. Sei namlich m = n(k,[), dann
ist folglich m = nsk + ntl, wie gewiinscht. Seien k = «(k, ) und [ = S(k, )
mit o, § € Z teilerfremd, dann miissen wir zeigen, dass s,t € 7Z existieren,
so dass

(k1) = sa(k,l) +t5(k,1)

Nach Divison mit (k, ) kénnen wir im Folgenden also 0.B.d.A. annehmen,
dass k, [ teilerfremd sind und es reicht zu zeigen, dass unter dieser Vorausset-
zung s,t € Z existieren, mit 1 = sk +tl. Hierfiir verwenden wir einmal mehr
Induktion. Fiir den Fall |k|, |I| < 2 ist die Aussage leicht tiberpriift, wegen
1=1-2+(-1)-1=(-1)-(—=2) + (—1) - 1. Nehmen wir also an, dass fiir
alle teilerfremden &',1' € Z \ {0} mit |k'[,|I'| < n die Aussage gelte, wobei
n > 2. Seien k,l € Z\ {0} teilerfremd mit |k|, |/| < n. Wir nehmen 0.B.d.A.
an, dass 0 < k£ < [. Nach Division mit Rest existieren 0 < pund 0 < ¢ < k
so dass | = pk 4 ¢. Da [ und k teilerfremd sind, sind k und q teilerfremd. Es
existieren nach Induktionsannahme folglich o, 3 € Z so dass 1 = ak + fq
und also:

1 =ak+ pq=(a— Bp)k+ Bl

e) Sei k € Z, dann ist [k] invertierbar in Z,, genau dann, wenn ein | € Z existiert,
so dass [k =1 mod n, d.h. es gibt ein s € Z mit [k = sn + 1, was wegen des
Lemmas von Bézout genau dann gilt, wenn (k,n) = +1. Z,, ist also ein Korper
genau dann, wenn (k,n) = +1 firalle k¥ € Z mit k # 0 mod n. Das ist der Fall
genau dann, wenn 7 prim ist.

2. a) (zy)™ =a2™y™: Falls m = 0 oder m = 1, dann ist die Aussage richtig per
definitionem. Sei die Aussage bewiesen fiir ein m € Z mit m > 0. Dann gilt

(xy)m+l — (xy)m(:vy) — xmymxy — xm+1ym+1

und die Aussage folgt aus dem Induktionsaxiom.
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(™)™ = x™": Keine Musterlosung
b) Seien a,b,c,d € QQ, dann ist:
(a4 bV2) + (c+dvV2) =(a+c) + (b+ d)V2 € Q[v2]
(a + bV2)(c + dv/2) =(ac + 2bd) + (ad + be)V2 € Q[V?2)]

also ist Q[v/2] abgeschlossen unter Addition und Multiplikation. Beachten Sie,
dass

(a+bvV2) + ((—a) + (=b)V2) = (a—a) + (b —b)V2 =0

und also folgt die Existenz additiver Inverser in Q[v/2]. Da R ein kommutati-
ver Ring ist mit additivem neutralem Element 0 und multiplikativem neutralen
Element 1, ist @[\/5] also ein kommutativer Ring mit Eins. Es bleibt zu zeigen,
dass

a,beQ:a#0Vb#A0 = 3e,deQ: (a+bV2)(c+dV2) =1

Nach oben gefundener Formel fiir das Produkt miissen wir also zeigen, dass fiir
alle a # 0 V b # 0 existieren ¢, d € Q so dass

ac+2bd=1lundad +bc=0

Angenommen a # 0, dann folgt aus der zweiten Gleichung d = — gc und aus der
ersten also ac — 2%0 = 1 oder dazu dquivalent:

(a®> —2b%)c=a

Bekanntlich ist v/2 (und folglich auch —+/2) irrational, folglich ist a> — 2b%> =
(a — bv/2)(a + b)sqrt2) # 0 fiir alle a, b € Q und also

a b —-b
= a? — 2b? undd:—ac:a2_2b2

Falls a = 0, dann ist b # 0. Seien d = 2%7 und ¢ = 0. Es gilt:
bV2(c+ dv2) = bev/2 + 2bd = 1

Beachten Sie, dass auch in diesem Fall die Formeln gelten

a —b
C:a2—2b2 und d = a? — 2h?

Dies beweist die Existenz von Inversen beziiglich Multiplikation.

Siehe nachstes Blatt!



3.

a) Fir k > nund ! > m seien a;, := 0 bzw. b; := 0. Definiere

k
VOSkSm—i—n:ck::Zalbk_l (D)
1=0

Wir behaupten, dass

x) = Z cpat
k=0
Sei m = 0, dann ist g(x) = by und p(z)q(x) = >} _, boarz". Andererseits gilt:

k k—1
Cp = E aibr—; = boay, + g a; bi—; = boay,
1=0 1=0 ~

und die Behauptung stimmt punktweise. Angenommen, die Formel stimmt fiir
ein 0 < m < n, dann ist

m—+1 m—+1
(Z bl$ ) —bop + ZEp (Z bll‘ )

m+n—+1 m+n
k /K
= E dix +x§ d,x
k=0 k=0
m+n—+1 m+n—+1
k ",k
= E dpa” + E dyx
k=0 k=0
m+n—+1
2 : " ok
k=0

wobei d, := bya;, und
k

A
= § abr 111

1=0
sowie dj = 0 sowie dj, = d;,_, fur k > 0. Es folgt

0

do + dg = do = boCLO = Z albo_l
=0

sowie fir k > 1:

k—1
dk—f—dk—bo&k—'—Ck 1—b0ak+2albk Z—Zalbkl
=0 =0

wie gewiinscht. Punktweise gilt also, dass p(z)q(z) = Y 1" cpx® mit den ¢
wie in (1), also ist das Polynom p - ¢ gleich dem Polynom mit Koeffizienten cj,
wie in (1). Die Koeffizienten zu p 4+ ¢ werden in dieser Losung nicht bestimmt.
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b) Keine Musterlosung
¢) Keine Musterldsung

d) Die Identititen gelten allgemein fiir kommutative Ringe mit Eins und sollten
zusitzlich in dieser Allgemeinheit bewiesen werden. Wir beweisen beispielhaft
die zweite Identitit. Seien p,q € P(R) beliebig, dannp - ¢ + (—p) - q = (p +
(—p)) - ¢ = 0 - ¢ = Or wegen der ersten Identitit. Da die Inverse eindeutig ist,
folgt (—p)-¢ = —(p-q). Der Fall - (—p) = —(p-q) folgt aus der Kommutativitit.

e) Keine Musterlosung

f) Falls d < 0, dann ist Py(R) = {0} und P—_4(R) = 0, der erste also ein Vek-
torraum, der zweite nicht. Sei nun d > 0. Aus der Formel fiir Koeffizienten von
p + ¢ in Teilaufgabe (a) folgt, dass deg(p + ¢) < max{deg(p), deg(q)} und folg-
lich ist p + g € P4(R), falls p,q € P,;(R). Aus dem Beweis, dass die skalare
Multiplikation wohldefiniert ist, folgt, dass

deg(c - p) = {deg(p) falls c # 0
—00 sonst
Folglich ist P_4(R) kein Vektorraum, da die skalare Multiplikation nicht wohl-
definiert ist (0 - p & P_4(R) fiir alle p € P_4(R)). Andererseits ist P;(R) ein
Vektorraum. Vektorraumaxiom VR3 ist erfiillt, da deg(0z) = —oo < d und in
Teilaufgabe haben wir (c) gesehen, dass deg(—p) = deg(p), also gilt auch Vek-
torraumaxiom VR4. Die restlichen Axiome gelten, da P(RR) ein Vektorraum ist.

4. Keine Musterlosung



