D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 16
Dr. Meike Akveld

Losungen Serie 4 — Vektorraume, Unterraume

1. (a)
(b)

Keine Musterlosung

“=”: Angenommen W ¢ W’ und W’ ¢ W. Seien w € W \ W’
sowie w' € W'\ W, also w,w" € WUW’. Sei w+w' € W,
dann ist wegen —w € W auch v’ = (w + w') + (—w) € W,
im Widerspruch zur Wahl von w’. Analog argumentiert man,
falls w +w" € W’'. Also ist w+ w' ¢ W U W’ und somit ist
W U W’ kein Unterraum.

‘“=": Sei W c W', dann ist W U W’ = W’ und somit ein Unter-
raum nach Voraussetzung. Analog argumentiert man, wenn

wW'c W.

Sicherlich ist 0y € Wi + W,. Seien uq,v1 € Wi und ug, v9 € Wy
sowie A € K, dann ist

(u1+u2)—)\'(U1+U2):(ul—)\'vl)+(U2—)\'U2)EW1+W2

und somit ist Wy + W5 ein Unterraum.

Wir zeigen nun, das Wi+ W, der kleinste Unterraum von V' ist, der
W,UWs enthalt. Sei W C V ein Unterraum und sei W, UWy C W.
Seien u; € Wi und us € Wy beliebig, dann sind nach Annahme
uy, us € W und folglich auch u; +uy € W. Also ist Wi +Wy C W.
Da W beliebig war, folgt, dass jeder Unterraum von V', der Wy
und W5 enthalt, auch Wi + W5, und somit ist W7 + W, tatsachlich
der kleinste Unterraum von V', der W7 und W5 enthalt.

2. “=": Angenommen V,, ist ein Unterraum, dann ist Ogs = (0,0,0) € V,

“<:”

und folglich o = 0.

Wir miissen zeigen, dass V; ein Unterraum ist. Gegeben x =
(11, T2, x3), sei ®(z) := x1+ 23 +x3. P ist eine Abbildung K* — K
und Vo = &71({0}). Seien z,y € K und A € K, dann gelten

=(z1 +y1) + (w2 + y2) + (w3 + ys3)
=(x1+ 22+ 23) + (h + 12 +y3) = P(2) + P(y)
()\l’l) ()\1‘2) ()\373) = /\(1’1 + i) + 1'3) = )\(I)(I‘)

P(z +y)

(A - )



wegen der Korperaxiome. Insbesondere ist ®(0xs) = 0 und also
Ogs € Vo, und fiir alle z,y € Vp, A € K gelten ®(x + y) = 0 sowie
O(N-z)=0.

3. Da 0 — X0 = 0 fiir alle A € R, folgt aus A;; = B;; = 0, dass A;; —
AB;; = 0 gilt. Zudem erfiillt die Nullmatrix mit Eintragen A;; = 0 die
Restriktionen aus Teilaufgaben (a) und (b). Beides zusammen zeigt,
dass Wy, Wy, W3, W, sowie W5 Unteraume von V' sind.

(a)

(b

C

b

)

()

4. (a)
(b)
()

Gegeben A € V, seien B, C € V definiert durch
B,L-j — {A” falls 7 Z j
0 sonst

Oij — {AZJ falls i < j

0 sonst
Dann sind B € Wy, C € W5 und

l<] (B—f—C)U:BU—f-CZ]:CZ]:AZ]

’LZ] (B—FC)U:BW—FCHIBU:A”
Folglich ist V. = Wy + W,. Sei A € Wi N W, dann ist A;; = 0
falls ¢+ < j, wegen A € Wi und A;; = 0 falls i > j wegen A € Ws.

Also ist A;; = 0 fiir alle 4,5 und somit W3 N Wy = {0y}, also
V - W1 @ WQ.

Keine Musterlosung

Keine Musterlosung

Keine Musterlosung
Keine Musterlosung
Sei Fy = Zy der Korper mit 2 Elementen {0,1}. Da Fy mit Addi-
tion eine Gruppe mit zwei Elementen ist, gilt —0 =0 und —1 =1
(vgl. Aufgabe 4 von Serie 2 oder Aufgabe 1 von Serie 3), also

x = —ux fir alle x € Fy. Also ist idg, € V4 N V5 und somit
Vinv, #{0}.

5. Wir bezeichnen mit 0 : X — V die Abbildung 0£(z) = 0y fur alle
r e X.



(a)

Der Beweis ist genau gleich wie in Aufgabe 2.

“=”: Wenn F,, ein Unterraum ist, dann ist 0 € F,,. Aus
Oy = 0x(x) = v folgt v = 0.

“=”: 0x(z) =0y, also 0 € F,p,. Seien f,g € F, o, und A € K,
dann ist

(f=A-g)(z) = f(z) = A-g(x) =0y — A0y =0y

und folglich f — X - g € Fpp,. Also ist F, o,

Sei W :=+{h € F(X,V) | Jv eV :h(y =ovVy € X}. Sei
f € F(X,V) beliebig, und sei f, € F(X,V) definiert durch

fo(y) = fly) — flz) VyeX

Dann ist f,(x) = f(z) — f(x) = Oy und also f, € Foo,. Sei
hy@) € W definiert durch

ein Unterraum.

hiw () == flz) YyeX

Dann ist

Vy € X : foly) + hpwy(y) = (fy) — f(2)) + flx) = f(y)

und folglich f = f, 4+ hyu). Da f € F(X,V) beliebig war, haben
wir also gezeigt, dass F(X,V) = Fpo, + W. Sei h € Fpo, NW,
dann ist h(x) = Oy wegen h € F,o, und h(y) = h(x) fir alle
y € X, wegen h € W. Also ist h(y) = Oy fiir alle y € X und
folglich F, o, NW = 0.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Vor Freitag, den 21. Oktober 12:00
Uhr mittags im Fach Threr Assistentin bzw. Thres Assistenten im HG J 68.



