D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 16
Dr. Meike Akveld

Serie 4 — Vektorraume, Unterraume

1. Seien K ein Korper und V' ein Vektorraum tiber K. Beweisen Sie die
folgenden Aussagen:

(a) Sei W C V eine nicht-leere Teilmenge. Beweisen Sie, dass W
genau dann ein Unterraum von V' ist, wenn v — Av € W fiir alle
u,v € W und fiir alle A € K.

(b) Seien W, W' C V Unterrdume, dann ist W U W’ ein Unterraum
genau dann, wenn W C W’ oder W/ C W.

(c) Seien Wy, Wy C V Unterrdume. Zeigen Sie, dass W; + Ws ein
Unterraum ist und zeigen Sie, dass dies der kleinste Unterraum
von V ist, der W7 und W5 enthélt, d.h. falls W C V ein Unterraum
und Wy U Wy C W, dann gilt W, + W, C W.

2. Sei K ein Korper, a € K. Sei
Vo i={(21, 79, 23) €EK® | 21 + 29 + 23 = a}
Zeigen Sie, dass V,, C K® genau dann ein Unterraum ist, wenn o = 0.

3. Sei V := M,,«,(R) die Menge der m x n-Matrizen mit Eintrigen in R,
versehen mit Addition und skalarer Multiplikation wie in der Vorlesung
definiert. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Seien Wy, Wy C V gegeben als
le{A€V|Z<]:>AU:0}

Dann sind Wy, W5 Unterraume von V und V =W; @& Wy, d.h. V
ist die Summe der oberen und strikt unteren Dreiecksmatrizen.

(b) Seien W5, Wy, W5 C V' gegeben als:
Wy ={AeV]|i>j=A;=0}
Wy={AeV]|i#j=A;=0}
Ws:={AeV|i>j=A;=0}

Dann sind W3, Wy, W5 Unterraume von V und W3 = W, & Wi,
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(c) Seien m = n und

W :{AEV|A11+Ann:O}

Dann sind Wg, W, Unterraume und V = Wy & W,

4. Sei K ein Korper und sei V' der K-Vektorraum aller Abbildungen f :
K — K. Seien

Vii={feV|VzeK: f(—x) = f(z)}  (gerade Funktionen)
Vo:={feV|VzeK: f(—x) = —f(z)} (ungerade Funktionen)

(a) Zeigen Sie, dass Vi, Vo, C V Unterrdume sind.

(b) Nehmen Sie an, dass K = R und zeigen Sie, dass V = V; @ V5.
Hinweis: gegeben f € V, betrachten Sie f(z) := §(f(z)+ f(—x)).

(c) Zeigen Sie, dass im Allgemeinen V' # V; & V5.

5. Sei X eine Menge, V' ein Vektorraum iiber einem Korper K, und
F(X,V) der K-Vektorraum aller Abbildungen von X nach V', mit
punktweiser Addition

(f +9)(@) = f(z) +g(z) YreXVfgeF(XV)
und punktweiser skalarer Multiplikation

A f)(z) = Af(x) Vee XVfeFX,V)VAeK
Seien x € X und v € V, sowie F,, :={f € F(X,V) | f(z) = v}.

(a) Zeigen Sie, dass F,, genau dann ein Unterraum ist, wenn v = 0.
(b) Finden Sie einen Unterraum W C F(X,V), so dass

FX,V)=Foo®W

6. Online Abgabe:



1. Welche der folgenden Teilmengen V C R* sind Unterraume?
(a) V={veR' Iz eR:v=(0,r2z,3z)}

b) V={veR'|IxeR:v=(z,2% 232"}

(c) V={veR|Tz,yecR:v=(z,2+y,y,x—y)}

(d) V={veR'|Jr,yeR:v=(2*—-4%0,0,0)}

(e) V={veR'|Iz,yeR:z>yAv=(z,y,0,0)}

2. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Welche der folgenden
Aussagen sind richtig?

(a) 0 C V ist ein Unterraum.
(b) V enthélt einen Unterraum W C V mit W # V.

(c) Keine der Aussagen ist richtig.



3. Sei RN der R-Vektorraum der reellen Zahlenfolgen versehen mit der
Addition

(an)nEN + (bn)neN = (an + bn)nEN v(an)neN> (bn)nEN € RN
und der skalaren Multiplikation
)\ . (a/n)neN = ()\an)neN V)\ c RV(an)neN € RN

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

(@) V= {(an)ney € RN | AN € N:n > N = a, = 0} ist ein
Unterraum.

(b) V = {(ap)ney € RN | AN € N:n > N = q, = 1} ist ein
Unterraum.

() V:={(an)neny € RN | 2| n = a, =0} ist ein Unterraum.

(d) Keine der Aussagen ist wahr.

4. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und seien Uy, U; Un-
terraume. Welche der folgenden Teilmengen von V' sind Unterraume?

(a) U1 ﬂUQ
(b) Uy UUs
(c) Ui\Us

(d) {Ov}

(e) Keine der Mengen ist ein Unterraum



5. Es sei K ein Korper und
V — MQXQ(K)

Welche von folgenden Mengen sind Unterraume von V7?7

; W::{(z Z)eV\ad—bc;&O}

(b)

6. Sei P(R) der R-Vektorraum aller reellen Polynome. Wir bezeichnen
mit p'(X) die Ableitung von p(X) € P(R). Welche der folgenden
Teilmengen sind Unterrdume von P(R)?

(a) Vi={p(X) e P(R)]|p(X)* =X}
(b) Vi={p(X) € P(R)|p(0) =1}

() V:={p(X) € PR)|p"(X)=p(X)}
(d) V= {p(X) € P[R)|p(-2) =0}

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Vor Freitag, den 21. Oktober 12:00
Uhr mittags im Fach Threr Assistentin bzw. Thres Assistenten im HG J 68.



