D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Serie 6:

Basis, Dimension und Quotientenrdume

1. Betrachten Sie den C-Vektorraum C2. Sei B C C? gegeben durch
a c
5-{(3) (3))

a) Zeigen Sie, dass B genau dann eine Basis von C? ist, wenn gilt ad — bc # 0.

b) Finden Sie zwei disjunkte Basen B, B, ¢ C? (d.h. B, N B, = ).

fiir a,b,c,d € C.

2. Sei V ein Vektorraum iiber K, und sei IV ein Unterraum. Definieren Sie die folgende
Relation R C V x V:
v Rvs & vy —vy €W

a) Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation definiert.

b) Gegeben v € V, sei [v] € V/. die Aquivalenzklasse von v. Definieren Sie auf
V. eine Addition

[v1] + [v2] :=[v1 + vo] fiir [v1], [vo] € V/o
sowie eine skalare Multiplikation
A [v] =[] fir A € Kund [v] € V/_

Zeigen Sie, dass diese Verkniipfungen wohldefiniert sind und dass V/.. mit diesen
Verkniipfungen ein Vektorraum {iiber K ist.

Bitte wenden!



¢) Finden Sie eine Bijektion ® : V/jir — V/, so dass
O(z +y) =P(x) + O(y) firz,y €V
DX -x) =\ O(x) firz € Vi

Bemerkung: Die Existenz einer Bijektion, die mit den linearen Strukturen auf
Definitions- und Bildbereich kompatibel ist, zeigt, dass die Mengen V/W und
V/_ zusammen mit ihren Vektorraumstrukturen informal “bis auf Umbenennung
der Elemente gleich” sind. Eine Bijektion mit obigen Eigenschaften ist ein Iso-
morphismus und zwei Vektorraume mit einem Isomorphismus heissen isomorph.

3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, W C V ein Unterraum. Zeigen
Sie, dass ein Unterraum U C V existiert, sodass W @ U = V.

4. Seien V := M, (R) und

Wy :={AeV|A=A"}
Wy={AecV|A=—-AT}

Konstruieren Sie eine Bijektion @ : V/jy;, — W, so dass

O(x+y) =0(x) + P(y) fir z,y € V/W1
d(\-z) =\ D(z) fir A\ € Rund 2 € V/jy,

Siehe nachstes Blatt!



5. Online Abgabe Serie 6:

1. Sei V' ein Vektorraum tiiber einen Korper K. Sei S; C V. Welche der folgenden
Aussagen ist richtig?

(a) Falls S; linear abhingig ist, so ist jeder Vektor v € S; eine Linearkombination
von Vektoren in S \ {v}.

(b) Sei 5 linear abhingig und 7" C S;. Dann ist 7" linear abhingig.
(c) Sei S linear unabhingig und 7" C S;. Dann ist 7" linear unabhingig.
(d) Sei SQ C V mit <SQ> C <Sl>, dann gllt ‘SQ’ < ‘Sly

(e) Seien dimV < oo und S; linear unabhingig. Sei So C V' mit (S;) = V, dann
gilt [S1] < [Ss.

(f) Keine der Aussagen ist richtig.

2. Jeder Vektorraum hat eine endliche Basis
(a) richtig

(b) falsch

3. Sei V ein Vektorraum, W5, Wy C V Unterrdume. Seien {wy, ..., w,, } und {uq, ...}

Basen von W, bzw. Ws. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(@) SeiV =W+ Wa. Dannist V/iy, = (uy + Wh, ..., u + Wh).

(b) SeiV = W ®Ws. Dannist {w;+Ws, ..., w,+Ws} C V/jy, linear unabhiingig.
(c) Keine der Aussagen ist richtig.

4. Sei F3 der Korper mit drei Elementen. Sei W C F2 der Unterraum W = ((1,1)).
Dann hat F3/j drei Elemente.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Vor Freitag, den 4. November 12:00 Uhr mittags
im Fach Threr Assistentin bzw. Ihres Assistenten im HG J 68.



