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Anwendungsübung	Aufgabe	7		
a)	Wenn	man	eine	Diffgleichung	transformiert,	macht	man	das	gleiche	mit	der	Lösung	und	erhält	so	
neue	exakte	Lösungen.	

b)	Transformation	von	R(x)	kann	zu	neuen	Lösungen	führen,	mit			

𝑅′′(𝑥)  +  𝑉 (𝑥) 𝑅(𝑥)  =  0	

Für	R(x)	wird		𝑅 𝑥 = f r x G r x 	eingesetzt	folglich	ist	die	zweite	Ableitung	davon	𝑅’’ 𝑥  	

Hierbei	muss	die	Produktregel	und	die	Kettenregel	beachtet	werden		

𝑅! 𝑥 = 𝑓! 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥 ∗ 𝐺 𝑟 𝑥 + 𝑓 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥 ∗ 𝐺′ 𝑟 𝑥 	

𝑅!! 𝑥
= 𝑓!! 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥 ∗ 𝐺 𝑟 𝑥 + 𝑓! 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟!! 𝑥 ∗ 𝐺 𝑟 𝑥 + 2 ∗ 𝑓! 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥
∗ 𝑟! 𝑥 ∗ 𝐺! 𝑟 𝑥 + 𝑓 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥 ∗ 𝐺!!(𝑟 𝑥 ) + 𝑓 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟′! 𝑥 ∗ 𝐺′ 𝑟 𝑥  	

𝐺(𝑥)	und	deren	Ableitungen	ausgeklammert.	

𝑅!! 𝑥 =	  𝐺 𝑟 𝑥 ∗ 𝑓!! 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥 ∗ 𝑟! 𝑥 + 𝑓! 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟!! 𝑥 +	  𝐺!(𝑟 𝑥 ) ∗ 2 ∗ 𝑓! 𝑟 𝑥 ∗

𝑟!" 𝑥 + 𝑓 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟!! 𝑥 + 𝐺!! 𝑟 𝑥 ∗ (𝑓 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟!"(𝑥) 	

Aus	der	ausgehenden	Gleichung	 𝑅′′(𝑥)  +  𝑉 (𝑥) 𝑅(𝑥)  =  0	

Sieht	man,	dass	R’(x)	nicht	vorkommt,	jedoch	auch	nicht	gleich	null	ist.(Sonst	wäre	R’’(x)=0.		

Daraus	folg	das	der	Koeffizient	von	G’(x),	0	sein	muss.	

2 ∗ 𝑓! 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟!" 𝑥  + 𝑓 𝑟 𝑥 ∗ 𝑟!! 𝑥   =  0	

Nun	wird	die	DGL	gelöst:	

2 ∗ 𝑓! 𝑟 𝑥
𝑓 𝑟 𝑥

= −
𝑟!! 𝑥
𝑟!" 𝑥

	

2
𝑓! 𝑟 𝑥
𝑓 𝑟 𝑥

𝑑𝑓 = −
𝑟!! 𝑥
𝑟!" 𝑥

𝑑𝑟	

𝑑𝑟 =
𝑑𝑟
𝑑𝑥

∗ 𝑑𝑥 = 𝑟! 𝑥 ∗ 𝑑𝑥 	

2 ∗ ln 𝑓 𝑟 𝑥 + 𝐶! =  −
𝑟!! 𝑥
𝑟! 𝑥

𝑑𝑥	

 2 ∗ ln 𝑓 𝑟 𝑥 + 𝐶! = − ln 𝑟! 𝑥 		

Nur	wird	nach	 𝑟! 𝑥  aufgelöst	

𝑓 𝑟 𝑥 ! ∗ 𝑒!! = !
!! !

		

Substitution	:	𝐴 = !
!!!

	

𝑟! 𝑥 =  !

! ! ! !		

Nun	ersetzen	wir	r’(x)	in	der	oberen	Gleichung	und	lösen	nach	r’’(x)	auf:	
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𝑟!! 𝑥 = −
2 ∗ 𝑓! 𝑟 𝑥 ∗ 𝐴!

𝑓 𝑟 𝑥
! 	

Nun	können	wir	die	die	Anfangsgleichung	ersetzen:	

𝑅!! 𝑥 +  𝑉 𝑥 𝑅 𝑥 =  0	

=	  𝐺 𝑟 𝑥 ∗ 𝑓′′ 𝑟 𝑥 ∗𝐴2

𝑓 𝑟 𝑥 4 + 𝑓′ ∗ 2∗𝑓
′ 𝑟 𝑥 ∗𝐴2

𝑓 𝑟 𝑥 5 +𝐺′ ∗ 2∗𝑓′ 𝑟 𝑥 ∗𝐴2

𝑓 𝑟 𝑥 4 + 𝑓 ∗− 2∗𝑓′ 𝑟 𝑥 ∗𝐴2

𝑓 𝑟 𝑥 5 +𝐺′′ ∗ (𝑓 𝑟 𝑥 ∗𝐴2

𝑓 𝑟 𝑥 4 +𝑉 𝑥 ∗

𝑓(𝑟 𝑥 ) ∗𝐺 𝑟 𝑥 = 0	

2 ∗ 𝑓! 𝑟 𝑥 ∗ 𝐴!

𝑓 𝑟 𝑥
! + 𝑓 ∗

−2 ∗ 𝑓 𝑟 𝑥 ∗ 𝐴!

𝑓 𝑟 𝑥
! = 0	

So	ergibt	weiter	durch	wegfallen	von	G’(r(x))	

𝐺(𝑟 𝑥 ∗
𝑓!! 𝑟 𝑥 ∗ 𝐴!

𝑓 𝑟 𝑥
! −

2 ∗ 𝑓!" 𝑟 𝑥 ∗ 𝐴!

𝑓 𝑟 𝑥
! + 𝐺!! 𝑟 𝑥 ∗

𝐴!

𝑓 𝑟 𝑥
! + 𝑉 𝑥 ∗ (𝑓(𝑟 𝑥

∗ 𝐺 𝑟 𝑥 = 0	

𝐺!!(𝑟 𝑥 ) + 𝐺 𝑟 𝑥 ∗
𝑓!! 𝑟 𝑥
𝑓 𝑟 𝑥

−
2 ∗ 𝑓!" 𝑟 𝑥

𝑓 𝑟 𝑥
! +

𝑉 𝑥 ∗ 𝑓 𝑟 𝑥 !

𝐴!
= 0	

Und	fertig	ist	die	Transformation	von	der	Schrödinger	Gleichung	

	


