Transformation der Schrodingergleichung

,Die Schrédingergleichung ist eine grundlegende Gleichung der Quantenmechanik. Sie
beschreibt in Form einer partiellen Differentialgleichung die Zeitentwicklung

des quantenmechanischen Zustands eines nichtrelativistischen Systems. Die Gleichung
wurde 1926 von Erwin Schriodinger (1887-1961) zuerst als Wellengleichung

aufgestellt!l] und schon bei ihrer ersten Anwendung erfolgreich zur Erkldrung der Spektren
des Wasserstoffatoms genutzt”. , aus Wikipedia [1]

Aufgabe a

Warum kann man die Transformation durchfiihren und erhilt exakte Losungen?

Eine Transformation einer DGL hoéheren Ordnung fihrt nur dazu, dass die DGL
s,umgeschrieben“ wird. Sie wird dabei auf keinster Weise gelost, sondern nur
vereinfacht. Meistens wird dies verwendet um nummerische Methoden mit einer
entsprechenden Software durchzufiihren. Die alte DGL wird transformiert in eine neue
und so werden auch die Losungen der alten DGL transformiert und werden zu Losungen
der neuen, transformierten DGL.

Aufgabe b

Aufgabe: Fiihre die Transformation durch und stelle Bedingungen an r und f

Transformation:

R(z) = f(r(z)) - G(r(z)),

Diese Transformation wird dann 2x nach x abgeleitet.

R"(x) = f”(r(x)) w1’ (x) *r'(x) * G(r(x)) + f’(r(x)) w1’ (x) * G(r(x)) + f’(r(x))
w1’ (x) * G’(r(x)) *r'(x) + f’(r(x)) * 7' (x) * G’(r(x)) *r'(x) + G”(r(x)) * 7' (x)
# f(r() * ' () + f(r() * 6" (r() *r"(x)

nun wird dies in die urspriingliche Gleichung:
R"'(z) 4+ V(z)- R(z) = 0.

eingesetzt.

Und daraus folgt dann
FV() * f(r(0) * Gr(2)
f”(r(x)) 7' (x) * 1’ (x) * G(r(x)) + f’(r(x)) * 1" (x) * G(r(x)) + f’(r(x)) * 7' (x)
* G’(r(x)) 1’ (x) + f’(r(x)) w1’ (x) * G’(r(x)) *r'(x) + G”(r(x))
* 1’ (x) * f(r(x)) 1’ (x) + f(r(x)) * G’(r(x)) 1" (x)+=0
(1)



Nun muss man noch Bedingungen fiir f und r setzten, sodass sie die Form der DGL
erfiillen. Dafiir Klammern wir im oberen Term G, G’ und G” aus.

G(r(x)) . [f’(r(x)) . (r’(x))2 + f’(r(x)) . r”(x)] +
G’(r(x)) . [f’(r(x)) . (r’(x))2 + f’(r(x)) . (r’(x))2 + f(r(x)) -r”(x)] +
G”(r(x)) . [(r’(x))2 -f(r(x))] =0

G’ [...] muss =0 sein, da wir sonst die urspriingliche Form der DGL nicht hatten.
Desswegen setzten wir das in der Klammer = 0

2f'(r) 0

fr 2

= 0.
(2)

Nun werden alle r’s auf eine und alle f's auf die andere Seite gesetzt, dh die Variablen
werden separiert. Durch Integration von

PN i
J.Fdx = -2 ) dr

erhalten wir
log(Ir'(x)) = =2log(lf (M) + C

l6sen wir diese nach r’auf:
r'=Cx*f(r)? C = +e€

K wird danach eingesetzt und r’ wird dann in Gleichung (1) eingesetzt und nach r”
aufgelost.

Fligen wir r’ und r” in Gleichung (1) ein und erhalten

G"(r) + lf"(") — 2 (M)~ + f"(r,)] G(r) =0.

f(r) f(r)

Der Term vor G(r) ibernimmt die Rolle des neuen V.
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