D-CHAB Friihlingssemester 2017
Grundlagen der Mathematik I Dr. Marcel Dettling

Losungen 2

1) Zu a): Umformen der augmentierten Matrix ergibt

1 2 4 1 0 213 1 2 4 1 0 213
01 2 0 0 1]0 01 2 0 0 1]|0

2 4 8 4 2 4|7 [™F] 0 0 0 2 2 01
1 0 0 -1 12 4|5 10 0 -1 12 4|5
0 2 4 0 9 5|6 02 4 0 9 5|6

1 2 41 0 213 1 2 410 213
w020 0 tfo ) b0 12 0 0 10
Yl o 0o 0 2 2 01 000 2 2 01
0 2 4 0 12 618 00 00 3 1|2

02 40 9 516 0 2 40 9 5|6

1 2 4 1 0 23 2 4 1 0 2|3
01 2 0 0 1]0 0 2 0 0 11]0
V22100 00 0 2 2 o1 |V o 0 o 2 01
00 0 0 3 112 0 0 0 o0 [3] 1]2
00 0 0 9 3]6 0 0 0 0 00

Der Rang von A ist der Rang von (A, b), ndmlich 4, also ist das Gleichungssystem l5sbar.

Teil b): Die zu x1, x2, x4, x5 gehorenden Spalten haben ein Pivotelement, also sind diese Variablen
festgelegt. Die Spalten zu x3 und zg haben kein Pivot, diese Variablen sind also frei. Wir setzen
r3 =5 € Rund x5 =t € R ein, und erhalten durch Ablesen:

e Zeile V ist eine Nullzeile, sie gibt keine Aussage fiir die Losungsmenge.

e Zeile IV: Die Zeile bedeutet 3z5 + xg = 2, also x5 = %

e Zeile III: Die Zeile bedeutet 2x4 + 2x5 = 1, also x4 = % =— = —% + %

e Zeile II: Die Zeile bedeutet xo + 2x3 + 26 = 0, also o = —2s — t. Die freien Variablen s und ¢
kénnen nicht weiter ersetzt werden.

e Zeile I: Die Zeile bedeutet x1 + 2xo + 4x3 + 4 + 226 = 3, also x1 = 3 — 229 —4s — x4 — 2t =

34+4s+2t—4ds+ g —L—-20=2— 1t

Damit ist die Losungsmenge des Gleichungssystems

L(Ab) = 5 s,teR

Fiir Teil c) sei auf das NB-file verwiesen.



2) Zu a): Umformen der Matrix gibt

1 2 0 a 1 2 0 a
0 1 2 1 0 1 2 1
0 a a a V;Q>II 0 a a a
a 2 1 1 a 2 1 1
0 2 4 a+2 0 0 0 a
1 2 0 a 1 2 0 a
0 1 2 1 11— all 0 1 2 1
Vgl 0 a a a e 0 0 —a 0 (%).
0 2 —2a 1 1—a? 0 0 —3+4a —-1+42a—a?
0 0 0 a 0 0 0 a

Hier ist die erste Fallunterscheidung notwendig: das —a in der dritten Zeile ist entweder ein Pivot
(falls @ # 0 ist), oder nicht.

Fall1l:a=0

Wir nehmen a = 0 an, also 16schen wir a iiberall in der Matrix, und erhalten
1 2 0 0 1 2 0 0
0 1 2 1 0 1 2 1
o 0 o0 o [ o o -3 -1
0 0 -3 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Hier stehen 3 Pivotelemente, also hat in diesem Fall A den Rang 3.

Fall 2: a # 0

Wir miissen zuriick zur Stelle (%) vor der letzten Fallunterscheidung gehen, und mit der Annahme
a # 0 weiter umformen. Dank der Annahme kénnen wir jetzt Zeile III durch —a und Zeile V durch
a dividieren, und erhalten

1 2 0 a 1 2 0 a 1 2 0 a
0 1 2 1 o 01 2 1 01 2 1
— ] 0o o 1 0 Velmigieren f g 01 0 | ™" ) 0 0 1 0
0 0 -3+4a —1+2a—a 00 0 0 00 0 1
0 0 0 1 00 0 1 00 0 0

Hier stehen 4 Pivotelemente, also ist in diesem Fall der Rang 4.

Die richtige Antwort zur Aufgabe ist also

3 falls a=0
re(4) = {4 falls a#0°

Mathematica erkennt hier keine Fallunterscheidungen. Leider teilt Mathematica das nicht mit, und tut
einfach so als gidbe es nur diesen einen Fall. Der Befehl Reduce erkennt dagegen Fallunterscheidungen.

3) Umformen ergibt

1 A0 1 A 1 A 0 1 A
0 2 1 A A - 0 2 1 A A
1 A A+1 A 0 0 A A 0
0 6A A 3X2—2]2+3)2 0 6\ A 32 —2 | 243)2
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Diese Umformungen sind fiir alle A € R richtig, da nirgends dividiert wurde. Die Zeilenstufenform
héngt jetzt von A wie folgt ab:

e )\ = 1: Dann lautet die letzte Zeile (0000 | 2), und das System ist unlésbar.

e )\ = 0: Dann miissen wir weiter umformen:

1 0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 2 1 0 0 Tausch 0 2 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -2 2
0 0 0 -2 2 0 0 0 0 0

Diese Zeilestufenform ist 16sbar. Die Spalte 3 hat kein Pivot, also gibt es einen freien Parameter
und damit unendlich viele Lésungen.

A # 0,1: In diesem Fall ist

1 A 0 1 A
0 2 1 A A
0 0 A A 0
0 0 0 22x-2| 2

schon in Zeilenstufenform, die Diagonalelemente sind alle nicht Null und damit Pivots. Jede
Spalte hat ein Pivot und es gibt keine Nullzeilen, also hat dieses System genau eine Losung.

Sei u =v =w =2 und ¢ = 0. Dann hat das System genau eine Losung: L = {(2,2,2)}.
Betrachte nun a # 0. Wegen 1 —a® = (1 —a)(a® +a+1) und 1 —a? = (1 — a)(1 + a) sind diese
Term Null, falls a = 1 respektive a = 41 ist. (a? + a + 1 hat keine reelle Nullstellen; es geniigt
daher, die Fiille a = £1 und a # %1 zu betrachten.)

Sei @ = 1. Dann haben wir wegen (x)

OO =
O O N

1
0
0

O O

also hat das System unendlich viele Losungen:

a=1=L={(s,t,2—s—1)|s,t € R}

Sei @ = —1. Nun ist (wiederum aus (%))
1 -1 1|2 1 -1 1|2
0 0 2|4 —0 0 2|4,
nm-1I o o0 2|4 0 0 0]0

und das System hat unendlich viele Losungen: z =2, y=t€e R, x =2+y —z=1t, d.h.
a=-1=L={(t2)|teR}

Sei a € R\ {—1,1}. Das System hat genau eine Losung, mit z = (175((;32&1) = a2+2a+1,

_ 2(1—a)—a®*(1—a)z __ 2
VY= "0-o0r = @+t

= 2, . __2
rund . =2 —ay —a“z = g7, dh

2

R\ {-1,1}=L=< ———
a €R\{-1,1} {a2+a+1

).
Insbesondere gibt es (fiir u = w = v = 2) kein a € R so, daidas System keine Losung hat.
HINWEIS: Beniitzt man beim zweiten Elliminationsschritt das Pivotelement als 1 —a? somuss
bereits dort eine Fallunterscheidung gemacht werden, d.h.: 1 — a? # 0.



(b) Fiir a = —1 haben wir mit (%)

1 -1 1 U 1 -1 1 U
0 0 2|v+u — 0 0 2|v+4+u,
Imm-1I 0 0 2|w+vw 0 0 O|lw—u

somit hat das System keine Losung (betrachte die letzte Zeile), falls u # w ist.

Multiple Choice

Jemand hat ein lineares Gleichungssystem mit 2 reellen Parametern o und 8 nach Gauss reduziert und
folgende augmentierte Matrix erhalten

2 -1 3 4
0 a+1 0 8% —1
0 0 a—2|8+1

1. Fiir @ = 2 und beliebiges 8 hat das System genau eine Losung.

(a) Richtig.

v/ (b) Falsch.

Fiur 8 # —1 hat das System keine Losung, denn die letzte Zeile ist 0 = 5+ 1 # 0: ein Widerspruch.

2. Fiir « = 2 und g = —1 hat das System genau eine Losung.

(a) Richtig.

v/ (b) Falsch.

Das System hat unendlich viele Losungen, denn die letzte Zeile ist 0 = 0; das ist immer wahr. Es bleiben 2 Gleichungen
und 3 Unbekannte.

3. Fiir a # 2 und beliebiges S hat das System genau eine Losung.

(a) Richtig.

v/ (b) Falsch.

Fir « = —1 und zum Beispiel 8 = 0 hat das System keine Losung, denn Zeile 2 lautet 0 = —1: ein Widerspruch.



4. Fiir § = —1 hat das System immer eine Losung.
(a) Richtig.
(b) Falsch.

Zeilen 2 und 3 sind jeweils entweder 0 = 0, dann gibt es unendlich viele Losungen; oder ergeben x2 = 0 bzw. x3 = 0.

In jedem Fall hat das System mindestens eine Losung.

5. Fiir a = 3 ist #; = §(8%+3), 22 = 1(82 — 1), z3 = B + 1 die einzige Losung des Systems.
(a) Richtig.
(b) Falsch.

Die richtige Lésung ist z1 = é(,@2 —128+3), z2 = i(,@Q —1),z3=pB+1.

6. Fiir « = 2 and 8 = —1 lautet die allgemeine Lésung

(a) Richtig.
(b) Falsch.

Fiir z3 gibt es kein Pivot, also ist z3 = t, t € R. Die zweite Zeile ergibt xo = 0, und die erste 2x; + 3t = 4, also
_ 3
r] =2 — §t‘



