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Losung 7

1) Die Abbildung F' wird durch die Matrix

1 0 0 1

1 1 0 0

4 = 01 1 0

0 0 1 1

beschrieben, mit

T+t

Tty

A-x = F =
v = Fa) = |1
z+t

Das Bild von F wird dann von den Spalten von A erzeugt, diese sind allerdings nicht linear un-
abhéngig, also keine Basis.

Wir bestimmen zuerst die Zeilenstufenform von A, um den Rang von F' zu bekommen:

1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0

1 1 0 0 -1 0 1 0 -1 -1 0 1 0 -1 V-1 0 1 0 -1
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0

Die Zeilenstufenform hat 3 Pivots: rg(A) = rg(F) = dim(Bild(F)) = 3. Wir miissen aus A also 3
linear unabhéngige Spalten auswéhlen, beispielsweise

OO ==
O~ = O
= -0 O

Diese Vektoren haben (als Zeilen) Stufenform ohne Leerzeilen, sie sind also linear unabhiingig, und
bilden eine Basis von Bild(F').

Der Kern ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = 0, wir lesen die Losungsmenge
aus der Zeilenstufenform ab:

1 0 0 110 -t

0 10 - = Kern(F) = Kern(4) = {z €eR': Az =0} = t :teR
0 0 1 0 ’ —t]-

0 0 0 010 t

Wir lesen einen erzeugenden Basisvektor dieser Menge ab:
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1

-1
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Die Abbildung

z+1 T+ z+2¢ T
2) _ _ rH+y| _ |22+y+t| _ 5 |y
F@¥(x) = F(F(x)) = F vtz = |let2y+z = B z
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mit der Matrix

1 01 2
o 2 1 0 1
B = A" = 1 2 10
01 2 1
Eine Zeilenstufenform von B ist
1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2
2 1 0 1w (o 1 -2 =3) WA |0 L =2 =3 v (01 -2 =3
1 2 1 0 0 2 0 -2 0 0 4 4 0 0 4 4
0 1 2 1 0 1 2 1 0 0 4 4 0 0 0 0
Der Rang ist wieder 3, also haben wir die gleiche Situation wie fiir die Matrix A:
-1 1 0 1
Kern(F®?)) = {zeR*: Bz =0} = span L Bild(F®) = span 2 L 0
’ -1 ’ 11712111
1 0 1 2

wobei die Basis fiir das Bild aus drei beliebigen linear unabhéingigen Spalten aus B besteht.

2) Zu a):

e Die Menge L ist kein Unterraum weil beispielsweise der Vektor (1,0,0)7 in L; liegt, aber nicht
sein Vielfaches (2,0,0)7, damit sind die Unterraumbedingungen verletzt.

e Die Menge Lo ist ebenfalls kein Unterraum: Der Nullvektor (0,0,0)7 ist nicht enthalten.

e Die Menge L3 ist ein Unterraum, und zwar Lz = span({(1,1,1)7}).

e Die Menge L, ist ein Unterraum, und zwar L, = span({(2,0,1)7,(0,2,1)T}).

e Die Menge L5 ist kein Unterraum, weil der Nullvektor nicht enthalten ist.

e Die Menge Lg ist kein Unterraum, weil der Nullvektor nicht enthalten ist.

e Die Menge L7 ist kein Unterraum: Da der Nullvektor in Lg liegt, ist er nicht in L7 = L4\Ls
enthalten.

e Die Menge Lg ist ein Unterraum, denn wegen L3 C Ly ist Lg = L3 = span({(1,1,1)T}).

Zu b): Jede Menge die ein Unterraum ist, ist automatisch auch Losungsmenge eines linearen Glei-
chungssystems mit Ortsvektor z(°) = 0, also ist die Frage fiir Ls, Ly, Ls schon beantwortet. Die
Richtungsvektoren sind dann die Erzeuger aus Teil (a). Fiir die anderen Mengen gilt:

e L, ist die Sphére im R3, sie ist nicht die Losungsmenge eines linearen, sondern eines quadrati-
schen Gleichungssystems.

e [ ist nicht Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems, weil ein gemischter Term zy auf-
tritt.

e [5 ist nicht Losungsmenge eines linearen Ungleichungssystems, aber nicht eines Gleichungssy-
stems.

e L ist kein Unterraum, aber die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems, weil man sie
in der Form

1 0
Lg = | 2] +span 0
0 1

schreiben kann.

e Die Menge L7 ist nicht Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems.



3) Zu a): Eine Zeilenstufenform der Matrix ist

—_ O =
O N =

A =

o

O = N =
O~ =
SO O
O O = =

0

Thr Rang ist also » = 2. Damit hat der Kern Dimension k¥ = n —r = 1, es geniigt also, einen
Richtungsvektor des Kerns aus der Zeilenstufenform abzulesen, beispielsweise

1
2 = 1] , Kern(A) = span {x(l)}.
-2

Das Bild hat dagegen r = 2 erzeugende Vektoren, wir wéihlen beispielsweise die ersten beiden Spalten
von A da diese linear unabhiingig sind:

1 1
. 0 2
Bild(A) = span NERE
0 0
Zu b): Ebenso berechnet man Kern und Bild von
2 2 2
AT A =(2 6 4
2 43
mit Zeilenstufenform
2 2 2 2 2 2 2 2 2 111
2 6 4] — (0 4 2| — (0O 2 1] — |0 2 1
2 43 0 2 1 0 0 0 0 0 O
Das ist die gleiche Zeilenstufenform wie in Teil a), also ist
1
Kern(ATA) = Kern(A) = span 1
-2
Damit gibt es umgekehrt 2 = 3 — 1 Basisvektoren im Bild, wir kénnen beispielsweise die Spaltenvek-
toren
2 2
2], 16
2 4

von AT A nehmen.

Zu c): Eine Niherungslosung ist eine Losung des Normalensystems A7 Ax = ATbh, dabei ist

2 2 2 3
AT A =2 6 4| , AT b = |5
2 4 3 4

Wir bringen die augmentierte Matrix zum System AT Az = ATb auf Zeilenstufenform:

2 2 213 2 2 213
2 6 4|5 — 0 2 1]1
2 4 3|4 0 0 010

Wir haben Rang r = 2 und k = 1 freie Parameter. Ablesen der Orts- und Richtungsvektoren ergibt
die Losungsmenge

1— 4t
L = {zeR®: ATAz = A"b} = s1-t)|teR, =
t

e L )

+ span

Ol =



4)

5)

Der span auf der linken Seite ist gerade der Kern von A aus Teil a). Jeder Vektor aus dieser Menge
ist eine Losung des kleinste-Quadrate-Systems AT Az = ATb, und damit eine Niherungslosung fiir
das (unlgsbare) Ursprungssystem Az = b.

Zu d): Die Menge der Bildvektoren ist A- L = {Az : € L}, wir haben also

1 -1 1 1
Ar = A- LY 44 _1 = A-|Li] +¢.4. 1
2 2 2 2
0 1 0 1
—_———
=0
mit den Orts-/Richtungsvektoren aus Teil (b). Also ist
3
2
; i
2
0 0

Der Parameter t spielt hier keine Rolle mehr, denn sémtliche Vektoren aus L fithren zum gleichen

Bildvektor. Sein Abstand zum Ziel b ist
1 1 3
= 4/= 241 = 4/2
1 + 0+ 1 + \/;

[ Az —b] =

— = ON-

Angenommen A ist orthogonal, dann berechnen wir die Lange von y = Ax statt z: Es ist
Ilyl* = "y = (A2)T - (Az) = 2TAT Ax = 2T (ATA) 2 = o7z = |z®.
——
=1

Aus ||y||? = ||lz||? folgt ||ly|| = ||z| weil die Betrige nicht negativ sind, also hat die Multiplikation mit
A den Betrag von z nicht verdndert.

Multiple Choice

Die folgenden vier Vektoren bilden eine orthonormierte Basis des R*:

c c e 0
REDINN [N I G @ Pl awo| 0
c —c 0 g
c d 0 h

1. Welche der folgenden Werte sind méglich?

() e=}
(b) c=1
(c) e=—3
(d) e=1

Da der Vektor aV) Norm 1 hat, gilt v/c2 + 2+ 2+ =1, also ¢ =1, d.h. c =+

o=



2. Welche der folgenden Werte sind méoglich?

(@) d=c
(b) d=—c
(c)
(d)

Da a™ und a® orthogonal zueinander sind, gilt a(!)-a(?) = 0, also *+c? —c?+¢d = 0, also d = —c.

3. Welche der folgenden Wertepaare sind moglich?
(a) e=f=3V2
() e=1va f=-}v2

(C) €= 2a .f =2
(d) e=f=1
Weil ¢ - a® = 0 haben wir ce + ¢f = 0, also f = —e. Weiter hat a(® Norm 1, also ist

Ve2+(—e)2+02+02=1,dh 22 =1, also e = £2v2 und f = F1V2.

4. Wieviele verschiedene Losungen gibt es insgesamt fiir die Eintrage a, b, ¢, d, e, f7

(a) 2
(b) 4
(¢) 6
(d) 8

Wir haben gesehen, dass d durch ¢ und f durch e eindeutig bestimmt werden. Ebenso ist h durch
g eindeutig festgelegt. Fiir ¢, e und g haben wir je zwei Moglichkeiten: ¢ = :I:%7 e = i%\/ﬁ und
g= :I:%\/i Insgesamt haben wir also 2 - 2 - 2 = 8 Moglichkeiten.



