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Matrizen und ihre Bedeutung

Eine M X N- Matrix ist ein Schema von m-n Zahlen, angeordnet in
M Zeilen und N Spalten. Die Zahlen nennt man Elemente.

(8, a, a;)

a,, a,, a, st eine 3x3-Matrix
Kasl d3, Ag; )

Matrizen haben ihre Bedeutung zur/zum:

- vereinfachten Schreibweise von LGS
- Beschreibung von linearen Abbildungen
- Losen von linearen Differentialgleichungssystemen

ling, Zurich University of Applied Sciences 2
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Rechnen mit Matrizen

a) Addition c) Matrixmultiplikation
-1 0 0 2 2|23
+ Eijir]kdsj;hes Schema S

3 4 -1 3 Matriamultiplikation [, [ | = g
1 9 AB=C 3|40
== 1 -3 4
2 7 B ERE] EREEBE

N EEIEERE AR

b) skalare Multiplikation A= 22 =n] ¢

33 |4|2|2|2 1]3

-1 0 -2 0
9. — Das Matrixelement ;, entsteht aus dem Skalarprodukt
3 4 6 8 der 3. Zeile von A und der 2. Spalte von 5:
(1)-2+3-(1)+ (1)-4+ (2)-4+ (4)-(3) =5

Marcel Dettling, Zurich University of Applied Sciences
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Rechenregeln fur Matrizen

1) Kommutativgesetz fur die Addition
Fir mxn-Matrizen A und B gilt: A+B=B+ A
2) Assoziativgesetz fur die Addition
Fir mx n- Matrizen A,B,C gilt: (A+B)+C=A+(B+C)
3) Assoziativgesetz fur die Multiplikation
Fir jede mxn-Matrix A, nx p-Matrix B und p x g-Matrix C
gilt: (AB)C = A(BC)
4) Distributivgesetze flr die Multiplikation

Fir mxn-Matrizen A, B und nx p-Matrizen C, D gilt:
(A+B)C = AC +BC sowie A(C+D)=AC+AD
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Rechenregeln fur Matrizen

Wichtig: das Kommutativgesetz bezuglich der Multiplikation gilt
far Matrizen in der Regel nicht, d.h. im Allgemeinen ist:

AB = BA
Falls AB existiert, so ist nicht garantiert, dass es auch BA gibt.

Doch selbst flir quadratische Matrizen, wo jeweils sowohl AB wie
auch BA existiert, kann AB # BA sein. Der andere Fall, d.h.
AB = BA ist jedoch ebenfalls moglich.

-> siehe die Beispiele an der Wandtafel...
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Transponierte Matrizen

Die Transponierte A' einer beliebigen Matrix A erhalt man,
indem man die Zeilen von A in die Spalten von A" einfillt.

7 0)
A:(g f 9 o A =l8 1
2 3

Rechenregeln:

1) (A") = A
2)(A+B)' =A" +B'
3) (AB)T =B"A'
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Die Inverse einer Matrix

 die Inverse ist nur fur quadratische Matrizen definiert

« Geometrie: Matrizen definieren lineare Abbildungen. Die
Inverse ist die Umkehrabbildung, sie existiert nicht immer

» die Inverse wird mit dem Gauss-Algorithmus bestimmt. Es gilt,
N LGS mit identischen Koeffizienten, aber unterschiedlichen
rechten Seiten zu losen.

« die Klasse der Matrizen, fur welche die Inverse existiert, wird
regular genannt. Falls die Inverse nicht existiert, so heisst die
Matrix singular.

ling, Zurich University of Applied Sciences
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Zusammenhang Inverse/LGS

* Es bestenht (schon aus der Berechnung der Inversen) ganz
offensichtlich ein Zusammenhang zwischen der Existenz der

Inversen von A und der Existenz der Losung des LGS von A

Satz 2.7:

Die folgenden Aussagen sind aquivalent, d.h. wenn eine davon
gilt, so gelten alle anderen auch. Sei A eine N x N -Matrix.

i) A istinvertierbar bzw. regulér

i) A hat Rang n

i) Ax=Db ist fur jede rechte Seite l0sbar
iv) AX =0 hat nur die triviale LOsung

ling, Zurich University of Applied Sciences 8
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Orthogonale Matrizen

« Orthogonale Matrizen beschreiben langentreue Abbildungen
vom R" inden R" also z.B. reine Drehungen oder auch reine
Spiegelungen.

« Die Spaltenvektoren von A haben Lange 1 und stehen
orthogonal zueinander.

» Sie sind wichtig fur die Ausgleichsrechnung, das Eigenwert-
problem, usw. (...siehe spater):

Definition:

Eine NxN-Matrix A heisst orthogonal, falls A'A=1_.

ling, Zurich University of Applied Sciences 9
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Rechenregeln fur orthogonale Matrizen

Definition:
Eine NxN-Matrix A heisst orthogonal, falls A'A=1 .

Satz 2.8:
Seien A und B orthogonale nx n-Matrizen. Dann gilt:

) A istinvertierbar und A" =A'
i) A ist orthogonal

i) AB ist orthogonal

iv) | istorthogonal

10
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4. Determinanten

4.1. Eigenschaften und Interpretation

Die Determinante existiert nur fur quadratische (n x n)-Matrizen A
und ordnet ihnen eine Zahl zu, welche die Eigenschaften in Bezug
auf LGS, Inverse, Eigenwerte, etc. charakterisiert.

Schreibweise: det(A) = |A]
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Geometrische Interpretation

* Die Determinante ist das Volumen des Spats, der von den
Spaltenvektoren von A im R" aufgespannt wird.

* Wenn dieses Volumen (und die Det.) 0O ist, so liegen die
Spaltenvektoren in einem Unterraum des R" (z.B. Gerade im
R?, Ebene im RS, ...)

* Dies hat entsprechende Auswirkungen auf die Losbarkeit von
durch die Matrix A definierte LGS.

« Daraus folgt, dass die Determinante auch die Existenz der
Inversen bestimmt. Regulare Matrizen haben Determinante0.

ling, Zurich University of Applied Sciences 12



