D-MATH Lineare Algebra II FS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung 2:

Diagonalisierbarkeit

1. a) Die Eigenwerte von L4 sind die Nullstellen des Polynoms det([L4 — X Igs|p)
fiir eine beliebige Basis B von R3. Nach Wahl der Standardbasis ergibt sich

det([LA}g:), — X]g) :det(A — X]g)

2-X 1 0
=det 0 -1-X 3
0 0 4

=~ 2-X)1+X)4-X)

und somit sind die Eigenwerte gegeben durch {—1, 2, 4}. Da sie alle verschieden
sind, ist L 4 also diagonalisierbar. Die geometrischen und die algebraischen Viel-
fachheiten stimmen also alle tiberein mit Wert gleich 1 und da die Eigenwerte
alle verschieden sind, sind die Eigenrdaume alle eindimensional.

b) Da die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix das Produkt der Diagonalein-
trige ist, wissen wir, dass das charakteristische Polynom von 7" gegeben ist durch

det([T]s — XI5) = (2 — X)*(~1 — X)(—X)*(ags — X).

Somit sind die Eigenwerte von 7" gegeben durch o(T) = {—1,0,2, ags}. Wir
unterscheiden nun die folgenden vier Fille:

“ags & {—1,0,2}” In diesem Fall besitzt T die vier paarweise verschiedenen
Eigenwerte {—1,0,2, ags}. Um die Eigenvektoren und die Eigenrdiume zu
bestimmen, 16sen wir wieder das System ([T — Alg)z = O fiir die Eigen-
werte A € {—1,0,2, ags}, denn fiir jede Losung s € R dieses Systems gilt
fiir das eindeutig definierte v € V mit s = [v]g, dass

0= ([T]5 — Mg)s = [T — My]s[v]s = [(T — My)v]s
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und folglich auch T'v = Av.

Falls \ ein von agg verschiedener Eigenwert ist, dann konnen wir den Ei-
genraum relativ leicht berechnen. Mittels elementarer Zeilenumformungen
konnen wir alle Eintrdge in der letzten Spalte in der ersten bis fiinften Zei-
le eliminieren, und es reicht, den Kern der resultierenden Diagonalmatrix zu
berechnen:

2—A 0 0 0 0 a1 I (2 — )\)l’l + a16Zg
0 —A 0 0 0 ao6 i) —)\$2 + Q26Tg
0 0 —A 0 0 as3e 3| —)\Q33 + asgTs
0 0 0 —1-AX 0 46 Ty - —(1 + )\)ZE‘4 + Q46Tg
0 0 0 0 2— A ase Is (2 — )\)ZL’5 + a56Tg
0 0 0 0 0 Qg — A Tg (CL66 — )\)ZL‘G
Aus der letzten Koordinate und der Annahme \ # agg folgt 24 = 0.

e Falls A\ = —1, dann ist z4 beliebig und x; = x5 = x3 = x5 = 0 und

folglich

E_; = span{e,}.
e Falls A = 0, dann sind 7 = 24 = x5 = 0 und x5, x3 beliebig, sprich
Ey = span{es, e3}.
e Falls A = 2, dann sind z1, x5 beliebig und x5 = 3 = x4 = 0 und folglich
E, = span{ey, e5}.

Falls \ = agg, dann gilt mit ags & {—1, 0,2}, dass Rang([T] — /\]6) = 5und
folglich nullity (7" — AIy) = 1, sodass dim E,,, = 1.

Insbesondere stimmen die algebraische und die geometrische Multiplizitit
fiir alle Eigenwerte iiberein. Also ist 7" diagonalisierbar.

agse = —1”’: Die Eigenrdume zu den Eigenwerten 0 und 2 bleiben unverindert
und der Eigenraum zum Eigenwert —1 ergibt sich aus obigem Gleichungssy-
stem nach Einsetzen als

B span{e, } falls asq # 0
- span{e4, ((Zlﬁ, 3(126, 3&36, O, ase, —B)T} sonst

und folglich ist die geometrische Vielfachheit von —1 gleich der algebrai-
schen Vielfachheit genau dann, wenn a5 = 0.

age = 0”’: Die Eigenrdaume zu den Eigenwerten —1 und 2 bleiben unverindert
und der Eigenraum zum Eigenwert 0 ergibt sich nach Einsetzen als

B span{es, e3} falls agg # 0 oder asg # 0
0 span{es, es, (a6, 0,0, —2a4q, ass, —2)T }  sonst

und folglich ist die geometrische Vielfachheit von 0 gleich der algebraischen
Vielfachheit genau dann, wenn ays = azs = 0.
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“ags = 2”: Die Eigenrdume zu den Eigenwerten —1 und 0 bleiben unverdndert
und der Eigenraum zum Eigenwert 2 ergibt sich nach Einsetzen als

B — span{ey, e5} falls a6 # 0 oder asg # 0
2 span{el, €5, (0, 3&26, 3@36, 2@467 0, 6)T} sonst

und folglich ist die geometrische Vielfachheit von 2 gleich der algebraischen
Vielfachheit genau dann, wenn a4 = as¢ = 0.

a) Bsistdet(A — X)) = (1—-X)(4— X)+2= X?—-5X + 6, und das charak-
teristische Polynom hat somit die Nullstellen {3 (5 £ /25 — 24)} = {2,3}. Wir

berechnen
. . -1 -1 T N T 1
e (35) ()0 () <2l
. . -2 -1 r1\ I 1
e () () 0e () ee )
Folglich sind Fy = span{(1, —1)T} und F3 = span{(1, —2)T}.
b) Wir berechnen das charakteristische Polynom

2-X 2 3
det(B— XI;)=det | 1 2-X 1
2 2 1-X

= (X*-5X%4+2X +38)

=— (X —4)(X -2)(X +1).
Somit hat B die Eigenwerte {—1,2,4}. Da diese alle in Q liegen, besitzt B eine
Basis bestehend aus Eigenvektoren.

Wir 16sen wieder das entsprechende Gleichungssystem fiir B — \/j:

“ = _17:

3 2 3 1 3 1

(B+L)=[1 3 1|22 |3 2 3

2 -2 2 2 -2 2

13 1\ _,, (/1 3 1

223000 7 0] S [o 1 0

A28 \0 -8 0 0 -8 0
101
Ao 10
Z1_3Z2000
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und da elementare Zeilenoperation der Kern der Matrix unveridndert lassen,

finden wir
1
E,=Qf 0
~1
“)\ = 2”: Esist
0 2 3 1 0 1
B-2L;=[1 0 17220 2 3
2 -2 -1 2 -2 —1
1 0 1 101
2o 9 3 | %B2 (g 2 3
0 -2 -3 000
und folglich
2
E,=0Q| 3
—2
“\ =47 Esist
—2 2 3 1 -2 1
B—d4l;=|1 -2 1|22 -2 2 3
2 -2 -3 2 —2 -3
1 -2 1 1 -2 1
Atgl 9 2 3| EE 0 2 5
0 0 0 0 0 0
1 0 —4
o 2 5
0 0 0
und folglich ist
8
E,=Q|5
2

¢) Eine lange direkte Berechnung des charakteristischen Polynoms von C' liefert
charg(X) = X* —4X3 4+ 3X? +4X —4 = (X — 1)(X + 1)(X —2)2

Wir 16sen wieder die resultierenden linearen Gleichungssysteme.

“\ = —1”: Mittels elementarer Zeilenumformungen erhalten wir
-3 -3 -1 =7 gy -3 -3 -1 -7
2— 4]
C -\, = -3 0 -1 -4 2+ (0 3 0 3

6 4 4 8 | zu+z; 0O -2 2 -6
3 3 1 7 o 0 0 O
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-3 0 -1 —4
-3 0 0 -6
0 01 -2
0 1 0 1
0O 00 O

VAR
Z3—279

-1 —4
-1 —4
-3

0

-3 0
-3 0

Wir berechnen

Folglich ist

“)\ — 1”:

-~
— — 00 1O
-~
— O AN — O — AN O
~ _
= M o~ O™ o\

10_0
—N O O M H OO -
(

S —=H O O

oS — O O

— O O O

( )
— < ZM —
I~ <t a —
| | @ _H N ~
RS
— — o
21\'/0102 —
|| = = A I
2 —
Q_un/_~431021100_1010 £y
OO0 OO0 0 O—H0O O
0 ™M
| 19 lcom ~000 —w—oco o
I ald \Q —
R = N
~ L ,
= NNIN N

und folglich ist
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“\ = 2”°: Wir berechnen

C—-2I,=

Z1-27
1 2

und folglich ist

—6
-3
6
3

0
-3
0
0

O O = O
O = O O

-3
-3
4
3

3
-3

1
0
1
0
0
0

-1 =7
-1 —4
1 8
1 4
11
-1 —4
0 1
0 0
—2
1
1
0
E, =Q

NN
w |
%
NN
=T

Za+7Z
2+Z41

1
1
—2
-1

0 1
0 O

[
w
o= o w

-3
-3

o O O

-1 -7
-1 —4
0 1
0 O

1

-3

1

0

Wir sehen: Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 2 ist gleich eins, also
kleiner als die algebraische Vielfachheit. Es ist also dim(F_; + E; + Es) = 3
und da {—1, 1,2} die Menge der Eigenwerte von C'ist, folgt, dass die Matrix C'

nicht diagonalisierbar ist tiber Q.

Es ist

charp(X) =(1 - X)((1 — X)*+1)
(1—-X)(X?*-2X+2)

(X DX —1—D)(X —1+i)

Im Folgenden ist w := 1 + i. Wir berechnen wieder die Eigenrdume.

“X = 1”°: Wir berechnen

und folglich ist
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“\ = w?”: Wir berechnen

-1 1 -1 . -1 1 =1
D-Xs=|0 —i o |20 - o
1 0 —i 0 —i 0
izo (1 1 —1 . 1 0 —i
Zlo1r o201 0
Z\o1 0/) %22 \0 0 o0
und folglich ist
1
E,=C| o0].
—i
“)\ = w?”: Wir berechnen
i1 -1 /i1 1
D-Xs=|0 i o |Z2% (o i o
10 i 0i 0
-iz1 (1 —1 1 . 1 0 1
“Z1o 1 0] 2 (0 1 0
% \o 1 0/ 2”2 \o 0 0
und folglich ist
1
E-=C|0
i

e) Wir berechnen das charakteristische Polynom als
charg(X) = (cosp — X)? + (sinp)® = X? — 2(cos p) X + 1

und folglich sind die Eigenwerte gegeben durch {¢'¥, e71¥}. Wir beriicksichtigen
separat den Spezialfall siny = 0. In diesem Falle ist £ = =15 und folglich
ist die Standardbasis eine Eigenbasis zu Eigenwerten 1 oder —1, abhingig vom
Vorzeichen von E. Genauer:

e Falls F = I,, dann ist F; = C2.

e Falls £ = —I,,dannist £_; = C>.

Sei also nun sinp # 0, dann ist €'Y # ¢~¥ und wir erhalten eindimensionale
Eigenraume, die wir im Folgenden berechnen.

“)\ = €¥”: Wir erhalten

B _[—ising —sing\ Z-iz; (—1sinp —sing
E )\12_<sing0 —isingp) — ( 0 0 )
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und folglich ist

“)\ = e7¥”: Wir erhalten

E_)\IQZ IS‘IHSO fS‘ln(p Zﬂ1 1sSlny —sIing
Sy 1sme 0 0

Eefi(p - C (1) .
1

3. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion. Im Induktionsschritt werden wir ver-
wenden, dass wir die Form der Begleitmatrix genau kennen, und diese Form ldsst sich
am einfachsten fiir Matrizen der Dimension n > 2 formulieren. Darum beweisen wir
die Aussage im Fall n = 1 separat.

und folglich ist

“n =17 Fallsn = 1und P = X + ao, dann ist P = (—1)"char(_,)(X).
“n=2" Fallsn =2und P = X% + a1 X + ag, dann ist

-X 1
P = det < Car X) = charx(X),

wobei A = (Y ) ist.

—ag fal

“n+—n+1”: Angenommen, wir wissen, dass jedes Polynom von Grad n bis auf
Multiplikation mit (—1)" das charakteristische Polynom einer Matrix in M,, ., (K)
ist. Sei P € P, 1(K). Dannist P = X@Q + ag mit ¢y € Kund @ € P,(K). Sei
A € M, ,(K) die Begleitmatrix von ) und nehmen wir an, dass A von der Form
im Hinweis ist.

Definiere nun eine neue Matrix C' € M ,,11)x (n+1)(K) durch

_( 0 e
C:= (—aoen A) ’

dann gilt nach Entwicklung nach der ersten Spalte und nach Voraussetzung fiir A

(=il o))

(- 1>"+1P

det(C' — XInp1) =(—X) det(A — X1,
+(=1)""*(~a

o) de
=(=X)(-1)"Q+ (=)
=(—1)""H(XQ + ap) =

wie gewiinscht.
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4.

Man beachte, dass auch C' im Induktionsschritt wieder die fiir die Induktion verlangte
Form aus dem Hinweis hat und folglich gilt die Aussage nach Induktion fiir alle n €

N.

a)

b)

d)

Nach Definition von Ay, ..., \, existieren vy, ...,v, € V' \ {0}, sodass T'(v;) =
Av; fir alle 1 < ¢ < n. Wie in der Vorlesung gezeigt, sind Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig. Insbesondere sind die Vekto-
ren vy, ..., v, paarweise verschieden und somit die linear unabhingige Menge
{v1,...,v,} eine Basis von V. Also besitzt V' eine Basis bestehend aus Eigen-
vektoren von 7' und somit ist 7" diagonalisierbar.

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dimV und 7" € End(V)
ein diagonalisierbarer Operator. Dann existiert eine geordnete Basis B von V/,
sodass D := [Tz eine Diagonalmatrix ist. Nach Definition ist chary(X) =
det (D — XIn). DaD — XI, € Mnxn(P(K)) eine Diagonalmatrix ist, ist die
Determinante das Produkt der Diagonaleintrige und somit ist

n n

charp(X) = [ [(D — X1.)u = [ [(Dii — X)

=1 =1
das Produkt von Linearfaktoren.

Wir wissen aus der Vorlesung, dass eine Menge von Eigenvektoren zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig ist. Sei {1, ..., k} = I'U.J, sodass
v; = 0 genau dann gilt, wenn ¢ € . Dann ist die Menge {v; | i € J} eine Menge
von |J| Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten und nach dem,
was in der Vorlesung gezeigt wurde, insbesondere linear unabhéngig. Das heisst,
es gibt keine nicht-triviale Darstellung der 0 mit Elementen in {v; | ¢ € J}. Da
aber nach Voraussetzung 0 = ) ._, v;, muss also J die leere Menge sein und
folglichist I = {1,..., k}. Insbesondere gilt also v; = - - = v}, = 0.

Wir iiberlassen es Ihnen, sich zu vergewissern, dass beide Definitionen genau
dieselben sind, wenn |A| = 2. Sollte dies nicht ersichtlich sein, verlangen Sie
bitte, dass das in Threr Ubungsstunde diskutiert wird.

Fiir die Anwendung miissen wir nur zeigen, dass £y, N>, ; B, = {0}. Seiv €
Ey\, N Z#i E),, dann ?:Xis.tieren {v; |7 # z} mit v; € E),, sodass v = .Z#Z. v;.
Da E), ein Unterraum ist, ist auch v; := —v in I, enthalten, und somit ist

O:’Ul—i_”'_'—vk:-

Es folgt unter Verwendung von ¢), dass v; = - - - = v, = 0 gilt, und insbesondere
istv = —v; = 0.
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a) Tatsédchlich gilt fiir vy, v9 € V mit v; — vo € W, dass

b)

T(vy) + W = (T(v2) + T(vy — v2) ) + W = T(va) + W.

ew

Somit ist 7 wohldefiniert. Die Linearitit folgt sofort:

T((v1 + W) + p(vs + W) =T ((v1 + pva) + W)
=T(vy + pvg) + W
=(T(v1) + T (v2)) + W
=(T(v1) + W) + pu(T(v2) + W)
=T (v + W)+ pT(ve + W).

Des Weiteren ist 7' diagonalisierbar. Einerseits gilt namlich: Sei v € V ein Ei-
genvektor von 7' zum Eigenwert A € K, dann ist

Two+W)=Tw)+ W= +W=ANv+W)

nach Definition der Vektorraumstruktur auf /1. Andererseits ist fiir eine belie-
bige Basis {vy,...,v,} von V die Menge der Nebenklassen {v; + W, ... v, +
W} ein Erzeugendensystem von V/TV und enthilt somit eine Basis von V/W.
Da V eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von 7' besitzt, existiert also eine
Basis von V/W bestehend aus Eigenvektoren von 7.

Sei {A, ..., Ay} die Menge der Eigenwerte von 7', so dass \; # \; wann immer
1 <17 < j < k. Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass

k
V= @E/\i,
i=1

wobei Fy, = {v e V | T(v) = \v}. Wir zeigen nun, dass

W =W NnE,).

i=1
Sei 1 <i <k, dann gelten (W N E),) C Ey,und >, _,(WNE\)C> ., Ey.
Somit gilt also auch {0} = (W N Ej,) (N> ,,(W N Ey,) und die Summe ist
tatsdchlich eine direkte Summe. Des Weiteren ist klar, dass @le(W NE,,) C

W. Wir miissen also nur die umgekehrte Inklusion beweisen. Sei nun w € W
und seien vy, ..., v, € V,sodass v; € £y, und w = v; + - - - v, dann ist

O=w+W= 1+ Fuv)+ W= +W)+ -+ (0 + W)

Siehe nachstes Blatt!



c)

Jedes von 0 verschiedene Element in {v; + W | 1 < i < k} ist ein Eigenvektor
von T und fiir je zwei solche Elemente sind die Eigenwerte verschieden. Nach
dem in dieser Serie bewiesenen Lemma aus der Vorlesung gilt also v; + W = 0
fir alle 1 < ¢ < k. Also gilt v; € W fiir jedes 1 < ¢ < k und somit folgt
w e Zf:l(W NEy).

Nun ist aber T'|wng, = AMwng, und somit diagonalisierbar. Das heisst, W N E)
besitzt eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von 7’|y g, und somit insbeson-
dere von T'|yy. Da fiir jede Familie von Basen By von W N E, die Vereinigung
B = Ujeo(r) B liber die Menge o(T') bestehend aus den Eigenwerten von T
eine Basis von W ist, besitzt also W eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von
T'|w und somit ist 7’|y diagonalisierbar.

Im Folgenden ist 7 = {T},...,7,} C End(V) eine endliche Familie kommu-
tierender und diagonalisierbarer Operatoren. Wir beweisen die simultane Diago-
nalisierbarkeit mittels Induktion iiber r = |T.

Falls » = 1, dann ist 7 nach Annahme simultan diagonalisierbar und es ist nichts
Zu zeigen.

Sei nun » > 2 und die Aussage richtig fiir jede kommutierende und diagona-
lisierbare Familie von hochstens » — 1 Operatoren. Nach Annahme ist 7, dia-
gonalisierbar, d.h. es existiert eine Basis vy, ..., v, von V, deren Elemente alles
Eigenvektoren von 7, sind, d.h. fiir alle 1 < ¢ < n existiert ein \; € K, so
dass 7.(v;) = Av;. Im Folgenden seien {1, ..., \;} die Eigenwerte von 7,.. Wir
haben in der Vorlesung gezeigt, dass

k
V=@DE..
i=1

wobei B, = {v € V | T,(v) = \jv}.

Man beachte, dass jeder mit 7, kommutierende Operator .S den Unterraum E,
invariant ldsst, das heisst S(E,,) C E,,. Sei niamlich S € End(V), so dass
TS = ST, dann folgt fiir jedes v € E),, dass

T(Sv) = (TS)(v) = (ST)(v) = S(Tv) = S(A\iv) = \;Sv

und somit ist Sv € Ej,.

Wir betrachten nun die Familie 7' = {T},...,7,_1}. Da T;1}, = T},T; fiir al-
lel < j <, folgt Tj|p, € End(E),). Aus Teilaufgabe b) folgt, dass Tj|,,
diagonalisierbar ist fiir jedes 1 < j < r. Dadie T|g, ,...,T,—1|g, kommutie-
ren, sind sie simultan diagonalisierbar und folglich existiert eine Basis von E;,
bestehend aus Eigenvektoren von 73,...,7,_;. Da jedes Element von E), ein
Eigenvektor von 7, ist, erhalten wir eine Basis von E), bestehend aus Eigenvek-
toren von 73, ...,7,.. Unter Verwendung von V' = @le E,, erhalten wir eine
Basis von V' bestehend aus Eigenvektoren von 7, ..., T,.
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d) Im Folgenden sei n = dim V. Wir bemerken zuerst, dass span(7) C End(V)
ein endlichdimensionaler Unterraum ist, da dim End(V') = n?. Insbesondere be-
sitzt span(7) eine endliche Basis. Nun ist die Abbildung End (V') — M,,«,(K),
T — [T fiir jede geordnete Basis B von V linear und da die Menge der Diago-
nalmatrizen ein Unterraum von M, (K) ist, reicht es zu zeigen, dass eine Ba-
sis von span(7") simultan diagonalisierbar ist. Da aber jede Basis von span(7)
endlich ist, folgt insbesondere, dass es ausreicht, die Behauptung fiir endliche

Teilmengen von End(V') zu beweisen, was wir schon in Teilaufgabe c) erledigt
haben.



