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Dr. Meike Akveld

Losung 4:

Reelle innere Produkte, Normen und
Gram-Schmidt Orthogonalisierung

1. Seien v%"), vg), v;(:) € R3, sodass B; = (vgi), véi), v;(f)). Der Gram-Schmidt Algorith-
mus liefert eine orthogonale Basis B; = (w!”, w{”, w{”) von R3, wobei w!” = v!",
@ _ 0 _ w6 (i) ) _ ew) 6 @) 6 g g
Wy = Vg '@ — le und w3 = V3~ — le — sz . Fur die
1 1 2
gegebenen Beispiele resultiert

a)
5 -5 1
1 11
wgl) =12 |, wél) =10 8 1, wgl) =17 )
-1 -9 )
b)
1 -3 —6
1 1
w?) =111, w§2) =3 31, w§2) =1 6
0 2 —18
2. a) Wir berechnen fiir induktiv das Integral /,, := lim; fob e *dx, wobei wir

verwenden, dass z"e~* als Produkt stetiger Funktionen stetig auf R und somit
auf kompakten Intervallen integrierbar ist. Es ist

/Ob e dx = —[e’”]z =—(et-1)=1-¢"

nach dem Fundamentalsatz der Analysis und folglich ist I, = 1. Man berechnet
mittels partieller Integration fiir n > 0, dass

b b
/ $n+l€—xdx — / $n+l<—€_x)dl'
0 0
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b)

b
= {b"“e_b — (n+ 1)/ x”e‘xdx} :
0

Angenommen wir wissen bereits, dass lim; ., fob e *dx = n!, was wir fir
den Fall n = 0 bereits iiberpriift haben, dann folgt aus der in der Analysisiibung
bewiesenen Tatsache lim,_, ., b%e~% = O fiir alle ¢ > 0, dass

b
It = lim (n + 1)/ e dr = (n+1)!
0

b—o0
und somit folgt die Behauptung.

Wegen der Linearitiit des Integrals, ist das Integral [;* p(z)e”“dz nach Teilauf-
gabe a) fiir alle Polynomfunktionen auf R wohldefiniert, und da das Produkt
zweier Polynome ein Polynom ist, ist (p, ¢) wohldefiniert fiir alle p, ¢ € P(R).
Aus der Linearitit des Integrals und da fiir p1,ps, ¢ € P(R) und A € R punkt-

weise (p1 + Ap2)(x)q(x) = p1(x) + Apa(x)q(z) gilt, folgt
(p1+ Ap2,q) = /OOO(M + Ap2)(z)g(x)e *dx
- /ooo pi(z)g(@)e™® + Apa(z)g(w)e” dw

~ [ e s [l
=(p1,q) + A (P2, q)-

Da p1,p2,q € P(R) und A € R beliebig waren, ist (-, -) linear im ersten Argu-
ment.

Da wegen der Kommutativitit von R gilt p(x)g(x) fur alle x € R, ist

(p.q) = / " p(@)g(e)edr = / " d@p(a)edz = (q.p),

und da p, ¢ beliebig waren, ist (-, -) symmetrisch.

Es bleibt, die Positivitit zu beweisen. Wegen der Monotonie der Integration und
der Positivitit von p(z)%e 2, folgt (p, p) > 0 fiir alle p € P(R) und die Linearitit
der Integration impliziert, dass (0,0) = 0 gilt. Sei nun p € P(R) von 0 verschie-
den. Dann existiert nach dem Fundamentalsatz der Algebra ein 2, € (0,00),
sodass p(z) # 0. Sei 0 := 1p(xg)%e™™. Da x — p(x)?e " stetig ist auf R, exi-
stiert ein 6 > 0, sodass (29—, o+ ) C (0, 00) und fiir alle z € (zo— 0,29+ 0)

gilt p(z)%e™* > . Wegen der Monotonie des Integrals folgt

zo+0 xo+0 00
0 <260 = / odr < / p(z)?e "dz < / p(z)?e *dx = (p, p).
zo—9 zo—0 0
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¢) Wir konstruieren die gewiinschte Orthonormalbasis per Induktion. Sei p € Py(R),
dann existiert ap € R, sodass p(z) = ag fiir alle z € R, und folglich ist
(p.p) = aj [, e "dz = aj und aus (p,p) = 1 folgt ag € {+1}. Schliesslich
impliziert die Bedingung fiir den Leitkoeffizienten, dass ag = 1, so dass p durch
die Anforderungen deg(p) = 0 und (p, p) = 1 vollstindig bestimmt ist.

Angenommen, wir wissen bereits, dass eindeutig bestimmte py, ..., p, € P(R)
existieren, sodass deg(py) = k sowie (pg,p;) = 0 fir 0 < k,1 < n und so-
dass der Leitkoeffizient positiv ist. Dann sind py, . . ., p, linear unabhéngig und
bilden folglich eine Basis von P,(R) C P,:1(R). Angenommen, p € P(R)
hat die Eigenschaft, dass deg(p) = n + 1, dann ist {po, ..., p,,p} eine Basis
von P, 1(R). Dank dem Gram-Schmidt Orthoganilisierungsverfahren existiert
ein p,.1 € P,i1(R), sodass py, ..., pnr1 eine Orthonormalbasis von P, (R)
ist, und wegen

n+1

deg <Zakpk) < max{deg(px) | 0 <k <n+1}

k=0

folgt deg(pn+1) = n + 1, da ansonsten {py, . .., pn+1} kein Erzeugendensystem
von P, 1 (R) sein kann. Wir miissen also nur zeigen, dass p,; durch py, ..., p,
bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmt ist. Sei ¢ € P, 1(R) ein weiteres Polynom
mit deg(q) = n+ 1, sodass po, . . ., pn, ¢ eine Orthonormalbasis von P, 1(R) ist.
Da py, ..., pn+1 eine Basis ist, ist

n+1
q= Z Pk
k=0
fiir Koeffizienten ay, . . ., o, 11 € R. Es gilt nach Annahme fiir 0 < [ < n, dass
n+1

0={(qg,p) = Z%(pk,pﬂ =
k=0

und folglich ist also ¢ = a;,+1p,+1. Nach Voraussetzung ist

1= <Q7 q> = ai+1<pn+1;pn+l> = a121+1

und folglich ist o, 11 € {£1}. Dies zeigt, dass p, 1 bis auf Vorzeichen eindeutig
durch pq, ..., p, bestimmt ist.

Die Existenz und die Eindeutigkeit der gewiinschten orthonormalen Menge folgt
nun per Induktion. Die Menge {p,, | n € N U {0}} ist ein Erzeugendensystem
und die Darstellung eines Polynoms als Linearkombination ist eindeutig, denn
jedes beliebige Polynom ¢ € P(R) ist Element von P, (R) fiir geniigend grosse
n € N U {0}. Fiir jedes solche n existiert eine eindeutige Darstellung als Line-
arkombination von Elementen in {py, ..., p,}, da letztere Menge eine Basis von
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P,(R) ist. Insbesondere ist die Linearkombination nicht von n abhéngig, da jede
Linearkombination von Elementen in {py, . . ., p,, } auch eine Linearkombination
von Elementen in {py, ..., p,i} fiir k& € N ist.

d) Wir haben in Teilaufgabe c) bereits py = 1 bestimmt. Wir wenden nun das Gram-
Schmidt Orthogonalisierungsverfahren fiir die Monombasis {1, X, X?} an, was
— wie oben gezeigt — nach Normalisierung und Korrektur des Vorzeichens die ge-
wiinschte Orthonormalbasis liefert. Wir verwenden Teilaufgabe a) und erhalten:

(X, ) =1=p =X-1,

denn
(X—-1,X-1)=(X, X)—-2(X, 1)+ (1,1) =2—2+ 1.

Fiir die Berechnung haben wir verwendet, dass nach Teilaufgabe a) fiir beliebige
m,n € NU{0} gilt (X", X™) = (X" 1) = (n+ m)!.

Ahnlich finden wir
(X% 1) =2und (X%, X — 1) = (X* 1) — (X, 1) = 4.
Folglich ist
Lo L o
p2:§(X —4(X—1)—2):§(X —4X +2),
denn
X% —4X +2|* = /Oo(:c2 —4x +2)%e "dx
0
= /OO(:E4 — 82% + 202% — 167 + 4)e “dx
:4!0—8*3!+20*2!—16*1!+4*O! =4.

3. Dies ist eine Version der Cauchy-Schwarz Ungleichung. Wir wissen aus der Analysis,
dass fiir stetige ¢, 1, g von [a, b] nach R das Integral

b
(.0) = [ ela)i@lglas
wohldefiniert ist, und dass fiir stetige ¢1, @2, % : [a,b] — Rund X € R gilt

<901 + )\%0271@ = <<P1,¢> + )\<902,¢>

wegen der Linearitit der Integration. Zudem gilt fiir ¢, ¢ : [a,b] — R die Gleichung
o(x)(z) = Y(x)p(x) punktweise fiir € [a, b], und folglich ist fiir stetige ¢, 1

(@, ) = (¥, ).
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4.

Da die Abbildung g durchaus 0 sein kann, erfiillt die Abbildung (¢, ¥) +— (i, 1) nur
(p,p) > 0 fir alle stetigen ¢ : [a,b] — R, aber wir kénnen aus (p, ) = 0 nicht
schliessen, dass ¢ iiberall verschwindet. Eine solches semidefinites inneres Produkt,
also eine Abbildung V' x V' — R, (v, w) — (v, w), mit den Eigenschaften

1. Yo, v, w € VYA € R : (v) 4+ Avg, w) = (v1,w) + Mg, w),
2. Yo,w eV (v,w) = (w,v),
3. Vo e Vi (v,0) >0,

erfiillt ebenfalls die Cauchy-Schwarz Ungleichung:
(v, w)? < (v, v){w, w).
Sei ndmlich A € R beliebig, dann ist
0 < (M +w, \w+w) =\ (v,v) + 2\ (v, w) + (w, w).

Dies ist ein quadratisches Polynom, das nur positive Werte annimmt. Insbesondere
besitzt es hochstens eine reelle Nullstelle und somit ist die Diskriminante nicht-positiv.
Das heisst:

0> 4(v, w)? — 4{v, v){(w, w)

wie gewiinscht.

a) Es ist per definitionem

v 4+ wl||? =(v + w,v + w)
=(v,v) + 2(v,w) + (w, w)
=|v[]* + [[w]|* + 2(v, w)

und folglich gilt ||v + w]|? = ||v||* + ||w]||* genau dann, wenn (v, w) = 0.

Der Satz von Pythagoras lautet: Seien v, w € R? zueinander senkrecht, dann ist
|v+w||* = ||v]|?+ ||w]||?. Da v, w genau dann zueinander senkrecht stehen, wenn
das standard innere Produkt zwischen v und w verschwindet, folgt der Satz von
Pythagoras sofort aus dem, was wir eben gezeigt haben.

b) Wir berechnen
v 4+ wl||® + ||v — w||* =(v + w,v +w) + (v —w,v — w)
(v,v) + 2(v, w) + {(w,w)

+ (v,v) = 2(v,w) + (w, w)
=2||v]|* + 2[jw]]*.

Die Bedeutung der Parallelogrammgleichung ergibt sich am besten anhand eines
Bildes (siehe Abbildung 1).
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Abbildung 1 — Eine Illustration der Parallelogrammgleichung. In R? folgt die Parallelo-
grammgleichung beispielsweise aus dem Kosinussatz.

¢) Wir haben bereits in Teilaufgabe b) gezeigt, dass die Parallelogrammgleichung
gilt, wenn die Norm durch ein inneres Produkt induziert ist. D.h. insbesondere,
dass es ausreicht zu zeigen, dass jede Norm, die die Parallelogrammgleichung
erfiillt, ein inneres Produkt induziert. Sei also eine solche Norm gegeben. Wir
definieren wie im Hinweis

1
(v, w) == Z(llv+w]” = o —w]).
Es gilt
1
(v, 0) = Z(120[* = [|0[*) = [[v]*

und folglich ist (-, -) positiv. Die Symmetrie folgt sofort, da ||v + w|| = ||w + v||
sowie ||v —w|| = |[jw —wv||. Wir miissen also nur beweisen, dass die Abbildung im
ersten Argument linear ist. Hierfiir befolgen wir die Schritte aus dem Hinweis.

1) Es ist nach Definition
1 2 2 1 2 2 2
(0,w) = 2 (10 +w]* =0 = w]*) = 2 ([lw]* = (=1)*[|w]*) = 0.
ii) Hier verwenden wir die Parallelogrammgleichung und erhalten

4y + vo, w) + 4{v; — vo, w) =|lvy + va + w||* — [Jvg + vz — w]|?
+ o = v2 + w|* = [or — vz — w|?
= — |l = va + w|* + 2[|vy + w|* + 2| —ve®
+ v = v2 = wl|* = 2o — w]|* — 2] —ve®
+ [Jor — vg + w||* = [Jvg — v — w||?
=2([lor +wl* = flor = w]*)
=8(vy1, w).

Nach Division beider Seiten durch 4 folgt die Behauptung.
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Wir bemerken die folgenden Spezialfille:

v = vy = (2, w) = 2(vy, W),
vy =0 = (—v9,w) = —(vg,w).

iii) Wir berechnen

2(vy, w) + 2(vy, w) =(v1 + v, w) + (V1 — Vo, W)
+ (vg + vy, w) + (V2 — vy, W)
=(v1 + Vg, w) + (V1 — Vo, W)
+ (V1 + v2, w) + (—=(v1 — v2), w)
=2(vy + va, w)

und die Behauptung folgt nach Division durch 2.

iv) Sei zuerst n € N. Wir wissen, dass die Aussage fiir n = 1, 2 wahr ist. Wir be-
weisen die Aussage per Induktion. Angenommen n > 2 und sei die Aussage
wahr firalle sk e Nmit1 < k < n.

Falls 2 | n gilt, dann existiert £ € N, sodass n = 2k und esist 1 < k < n.
Folglich gilt nach Induktionsvoraussetzung

(nv,w) = (2(kv),w) = 2(kv, w) = (2k){v, w) = n{v, w)

und die Behauptung ist fiir n bewiesen.
Falls 2 { n, dann gilt n = 2k + 1 fiir ein £ € N mit £ + 1 < n. Es folgt aus
Teil (ii), sowie der Induktionsvoraussetzung, dass

(n+ 1)(v, w) =2((k + 1)v, w)
=((k+ 1)v + kv,w) + ((k+ 1)v — kv, w)
=(nv, w) + (v, w)
und es folgt n(v, w) = (nv, w).
Seinunn € Z\N, und sei n # 0, da letzterer Fall bereits in (i) behandelt wur-

de. Dann ist n = —m fiir ein m € N und folglich ist wegen der bemerkung
in (i1) und der Diskussion des Spezialfalls n € N

(nv,w) = (—mv,w) = —(mv,w) = —m(v, w) = n{v,w).
v) Wegen dem eben gezeigten, gilt
n{tv, w) = (ntv, w) = (v, w).

vi) Seir = " mitn € Zund m € N, dann gilt wegen (iv) und (v)

r{v,w) = n(Ew,w)) =n(Ev,w) = (n(Lv),w) = (rv,w).
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vii) Es ist nach Definition und unter Verwendung der Parallelogramm- und der
Dreiecksungleichungen

Al(v, w)] =[lv+w|* = [lo - w]®
=2[lv+w|* = 2[]vl|* — 2[jw|?
<2([lvll + [lwlD? = 2[]oll* = 2[lw]* = 4|jv][lw]

und die gewiinschte Aussage folgt nach Division durch 4.
viii) Es gilt
M (v, w) — (Ao, w)| (U:i)])\<v,w> —r(v,w) + (rv,w) — (A, w)|
=), w) = (3 = 7)o, w)]
< (A =r)(v,w)] + [{(A = 7)o, w)]
Il + 1 = ol ol
= 2[A = rf[[o]||lwl]

ix) Wir wissen, dass (-,-) symmetrisch und positiv ist, und wir haben bereits
gezeigt, dass fiir alle w € V die Abbildung v — (v, w) additiv ist. Wir
miissen also nur noch zeigen, dass fiir alle v,w € V und fiir alle A € R gilt
(A, w) = Mo, w). Seien v,w € V und A € R gegeben. Sei ¢ > 0 beliebig.
Da Q C R dicht ist, existiert ein r € {Q}, sodass 0 < 2|\ — r|||v]|||w]| < e.
Insbesondere ist also nach (viii)

(A, w) = (Ao, w)| < 2N = rl[|vfl[lw]| <e.
Da ¢ beliebig war, folgt |A(v,w) — (Av,w)| = 0 und folglich ist
Mo, w) = (Av,w).

Da A € Rund v,w € V beliebig waren, folgt die Linearitdt in der ersten
Komponente und somit ist (-, -) ein inneres Produkt.

Es wurde bereits fiir die Positivitit gezeigt, dass ||v||> = (v, v), und somit ist
|||l durch (-, -) induziert.

5. a) Angenommen 7T sei nicht injektiv. Dann ist Ker(7") # {0} und folglich existiert
v eV \ {0}, sodass T'(v) = 0. Also ist
0= [0l = IT@)Il = llv]l-

Da ||-|| eine Norm ist, ist das absurd.

Siehe nichstes Blatt!



6.

b)

a)

Wegen Linearitit von (-, -) und von 7" ist (-, )7 linear im ersten Argument und si-
cherlich ist (0, 0)r = (7°(0),7(0)) = (0,0) = 0. Analog folgern wir Symmetrie:
(v,w)yr = (T(W), T(w)) = (T'(w),T(v)) = (w,v)r. Wir miissen also zeigen:
(-, )7 ist genau dann positiv definit, wenn 7" injektiv ist.

Angenommen 7 ist injektiv, dann ist 7'(v) # 0 wann immer v € V' \ {0}, und
folglich gilt fiir solche v

(v,v)r = (T'(v),T(v)) >0,

wegen der Positivitiit von (-, -).

Angenommen 7" ist nicht injektiv, dann existiert ein v € V' \ {0}, sodass T'(v) =
0, und folglich ist (v, v)r = (T'(v), T'(v)) = 0, also ist (-, -)7 nicht positiv definit.
Mittels Kontraposition folgt also die Injektivitdt von 7' aus der Positivitit von

<.7 '>T-

Zuerst miissen wir zeigen, dass (-, -)7 wohldefiniert ist. Angenommen v’ —v, w' —
w € Ker(T'), dann ist

und somit ist (v + Ker(T'),w + Ker(T)),. unabhingig von der Wahl des Re-
priasentanten und also wohldefiniert. Wir haben bereits zuvor argumentiert, dass
die Abbildung (v, w) — (T'(v),T(w)) symmetrisch, positiv semidefinit und im
ersten Argument linear ist, und somit folgen diese Eigenschaften auch fiir (-, -)r
nach Definition der Vektorraumstruktur auf V/Ker(7"). Es bleibt also nur zu zei-
gen, dass aus (v+Ker(T), v+Ker(T)),, = 0 auch v € Ker(T') folgt. Allerdings
1st
0= (v+ Ker(T),v+ Ker(T)),. = (T'(v), T(v))

T
und also 7T'(v) = 0 wegen der Positivitit von (-, -).

Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung ®. : V — V* v — &,, wohldefiniert
ist, d.h. wir miissen zeigen, dass ¢, € V* fiir alle v € V. Dies folgt aber sofort
aus der Linearitit von (-, -) im ersten Argument. Seien ndmlich w;,w,; € V und
A € R, dann ist

D, (w1 4+ Mwy) = (wy + Awag, v) = (wy,v) + Mws, v) = Dy (wy1) + AP, (wy).
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b)

Als néchstes iiberpriifen wir, dass ®. linear ist, d.h. dass fiir alle vy, v, € V/, fiir
alle A € R gilt &, 5, = ®,, + AP,,. Hierfiir reicht es zu zeigen, dass fiir alle
w e V gilt:

(I)UH-)\Uz (w) - (I)Ul (w) + )‘q)vz (w)’

in welchem Falle die Abbildungen punktweise iibereinstimmen und somit iden-
tisch sind.

Wegen der Linearitdt und der Symmetrie von (-, -) gilt
Dy vy (W) =(w, v1 + Ava) = (V1 + Avg, w) = (vy, w) + A(ve, w)
=(w,v1) + Mw, v2) = O, (w) + APy, (w)
wie gewiinscht.

Wegen dim(V) = dim(V*) reicht es zu zeigen, dass ®. injektiv ist. Sei v €
Ker(®.), d.h. &, = 0 bzw. ¢,(w) = 0 fiir alle w € V. Dann ist insbesondere
®,(v) = 0 und somit

0=2>o,(v) = (v,0v).

Aus der Positivitit von (-, -) folgt v = 0 und also die Injektivitit.

Wir zeigen zuerst, dass fiir alle w € V' die Abbildung [a,b] — R, x — (f(z), w)
stetig ist. Sei € > 0 beliebig und sei w € V. Wenn w = 0, dann ist die Abbildung
die konstante Nullabbildung und es ist nichts zu zeigen. Sei also w # 0 und
insbesondere ||w|| # 0. Da f nach Annahme stetig ist, existiert fiir alle zy € [a, b]
ein 6 > 0, sodass gilt:

v € (20 — 8,00 +6) N [a,8] = || f(z) = f(zo)l| < —

lwl]”

und nach Anwendung von Cauchy-Schwarz folgt fiir solche x:

[(f (@), w) = (f(x0), w)| = [{f(x) = f(zo), w)| < [If () = fzo)[[[[w] <e.

Insbesondere ist fiir alle w € V' das Integral

wohldefiniert. Beachte, dass fiir beliebige w,w; € V und A\ € R gilt
b
I (wy + Aws) :/ (f(x),w) + Awg)dx
CLb )
= [ w2 [ () wda

=I¢(wy) + M y(wo).
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Folglichist /(-) € V*, und nach Teilaufgabe a) existiert ein eindeutig bestimmes

Element f: f(z)dz = ®7'(I;) € V mit den gewiinschten Eigenschaften. Die
Abbildung ist also wohldefiniert.

Wir berechnen punktweise

Ijyangs(w) = / (Fr + M) (@), w)de
b
- / (i (), w) + A fo(2), w)dz

:Ifl (w) + )‘If2(w)a

und folglich ist die Abbildung . : C([a,b],V) — V*, f + I}, linear und
insbesondere folgt die Linearitidt der Komposition ® 1o I. : f ff f(z)dx.

Wir zeigen zuerst, dass fiir alle v, w € V die Abbildung x € [a,b] — (F(z)(v), w)
stetig ist. Wenn w = 0, dann ist die Abbildung die konstante Nullabbildung und
Stetigkeit ist klar. Sei also w # 0 und seien z € [a, b] sowie € > 0 beliebig. Da
F, nach Voraussetzung stetig ist, existiert ein 6 > 0, sodass gilt

x € (xog— 0,0+ 9)N[a,b] = ||F(z)(v) — F(xo)(v)| < ﬁ

Unter Verwendung von Cauchy-Schwarz folgt also
[(F () (v), w) = (F(x0)(v), w)| < [|[F(x)(v) = F(zo)(v)[[[[w]| <e,

was die Stetigkeit beweist, da xy und ¢ beliebig waren. Insbesondere ist also fiir
alle v,w € V das Integral

Ir(v,w) = / (F(a)(v), w)d(z)

wohldefiniert. Wegen der Linearitit und der Symmetrie von (-, -) folgt fiir alle
wi,we € V sowie A € R, dass

b
Ir(v,w; + Awy) :/ (F(x)(v),w) + Awg)d(z)
=Ip(v,wy) + Mp(v,ws).

Nach Teilaufgabe a) existiert also ein eindeutiges fab F(z)(v) € V, sodass fiir
allew € V gilt

Ip(v,w) = </abF(x)(v)dx,w>.
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Andererseits gilt wegen der Linearitit von F'(x) und von (-, -) fiir v, vo,w € V
und A € R auch

b
Ir (v + Avg, w) :/ (F(2)(v1 + Avg), w)dx

= [ (F@))w) + MF@) (), wds
:[F(’Ul,’LU) + )\IF(UQ, w)

Insbesondere folgt also

</ab F(z)(vn +/\Uz)dx,w> = </abF(J:)(U1)dx,w> + <)\/ab F(x)(vg)dx,w>

und wegen Teilaufgabe a) folgt
b b b
/ F(z)(v1 4+ Avg)dx = / F(x)(v)dz + )\/ F(z)(vg)dz,
sodass die Abbildung f; F(z)dz : V — V definiert durch

( / bF(x)dx) (v) = / P (0)da

linear ist. Diese Abbildung hat nach Konstruktion die gewiinschten Eigenschat-
ten.



