D-MATH Lineare Algebra II FS 2017
Dr. Meike Akveld

Serie 4:

Reelle innere Produkte, Normen und
Gram-Schmidt Orthogonalisierung

1. Betrachten Sie den Euklidischen Vektorraum R? versehen mit dem iiblichen inne-
ren Produkt gegeben durch (e;,e;) = 0;; (mit 1 < 7,5 < 3und & = (e, 2, €3)).
Verwenden Sie das Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren um aus mindestens
einer der folgenden Basen eine orthogonale Basis von R? zu berechnen.

5 0 3
o 5= ((5). (1) (7))
w 8= ((3). (1) (1))
2. a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N U {0} das uneigentliche Integral

I, ::/ e dx
0

b) Zeigen Sie, dass die Vorschrift

existiert.

(p,q) = /Ooop(l’)Q(x)e”dx (p,q € P(R))

ein inneres Produkt auf P(R) definiert.

¢) Zeigen Sie, dass genau eine orthonormale Menge {p,, | n € NU {0}} existiert,
sodass fiir alle n € N U {0} gilt deg(p,) = n und der Leitkoeffizient von p,, ist
positiv und zeigen Sie, dass sich jedes Element in P(R) auf eindeutige Weise als
Linearkombination dieser Polynome schreiben lisst.

Bitte wenden!



d) Berechnen Sie py, p1, po explizit.

“3. Sei g : [a,b] — R stetig, sodass g(z) > 0 for all z € [a, b]. Zeigen Sie, dass fiir alle
stetigen Funktionen ¢, v : [a, b] — R gilt

<(/ bso(x)?g(m)dx) (/ bws)?g(a:)dx)

4. Im Folgenden sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum und bezeichne ||-|| die durch
(-, -) induzierte Norm auf V.

2

b
/ (@ )p(x)g(x)de

a) Seienv,w € V.Zeigen Sie, dass ||[v+w||* = ||v]|* + ||w||* genau dann gilt, wenn
v und w zueinander orthogonal sind. Folgern Sie daraus den Satz von Pythagoras
in R2,

b) Beweisen Sie, dass fiir alle v, w € V' die Parallelogrammgleichung gilt:
lv +wl* + [lv — w]* = 2[Jv]|* + 2lw]]*.
*¢) Sei W ein R-Vektorraum versehen mit einer Norm ||-||. Zeigen Sie, dass folgende
Aquivalent sind:

1. Es existiert ein inneres Produkt (-, -) auf W, welches ||-|| induziert.
2. Die Norm ||-|| erfiillt die Parallelogrammgleichung aus Teilaufgabe b).

Hinweis: Untersuchen Sie die Abbildung W' x W — R,

(v,w) = (v,w) = ~ (v + wl* = [lv —w|)

| =

und zeigen Sie

) VweW:(0,w) =0.

i) Vo, v, w € W (v + vg, w) + (v1 — va, w) = 2(vy, w).
ili) Vi, v, w € Wi (v1 + v, w) = (v1,w) + (v2, w).

iv) Yo,w € WVn € Z: (nv,w) = n(v,w).

v) Vo,w e WVn e N:n(tv,w) = (v,w).

vi) Vo,w e WVr € Q: (rv,w) = r{v,w).
vil) Vo,w e W |[{v,w)] < ||v||||w]|.
viii) Yo,w € WY\ € RvYr € Q:

(A, w) = Ao, w)] = [(A =) (v, w) = (A =r)v,w)| <2\ = r[[[o][[w].

Siehe nichstes Blatt!



ix) (,-) ist ein inneres Produkt und induziert ||-|.

5. a) Sei (V,||-||) ein normierter R-Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir jeden Endomor-
phismus 7' : V. — V gilt: wenn ||T'(v)|| = |Jv]| fir alle v € V, dann ist T
injektiv.

b) Seien V' ein R-Vektorraum und (W, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum. Gegeben
eine Abbildung 7' € Hom(V, W) definiere (-, -)r : V x V — R durch
(v,w)yp .= (T (), T(w)) (v,weV).
Zeigen Sie, dass (-, -)7 genau dann ein inneres Produkt auf V' definiert, wenn 7'
injektiv ist.
¢) Fir V und (W, (-, -)) wie in Teilaufgabe b) und 7" € Hom(V, W) definieren wir

(v + Ker(T), w + Ker(T)) . := (T'(v), T(w)) (v,weV).

Zeigen Sie, dass (-, -)7 ein inneres Produkt auf V/Ker(7T') definiert.

6. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum.

“a) Zeigen Sie, dass die Abbildung v € V + ®, € V* mit ®,(w) := (w, v) fiir alle
w € V ein Isomorphismus ist.

“b) Sei f € C ([a, b], V) eine stetige Funktion definiert auf dem kompakten Intervall
[a,b] C R mit Werten in V/, wobei V' mit der Metrik induziert durch das innere

Produkt versehen ist. Wir definieren das Integral ff f(z)dx € V von f durch
b b
Vw eV : </ F(@)da, w) = / (), w)da.

Zeigen Sie, dass die Abbildung [* : C([a,b], V) — V wohldefiniert und linear
ist.

*¢) Sei F' : [a,b] — End(V), so dass fiir alle v € V' die Abbildung F), : [a,b] — V
definiert durch x — F(x)(v) stetig ist. Zeigen Sie, dass ein Endomorphismus
ff F(z)dz : V — V existiert, sodass fiir alle v, w € V gilt

< (/abF(x)dx) (v),w> = /ab<F(IE)(v),w>dx‘

Bemerkung: Der Isomorphismus aus Teilaufgabe Va) gilt, wenn korrekt formuliert,
auch fiir gewisse unendlichdimensionale Euklidische Vektorrdume (die sogenannten
Hilbertrdume). In diesem Falle ist er als Riesz’ Isomorphismus bekannt und die Re-
sultate aus Teilaufgaben “b) und *c) folgen analog.

Bitte wenden!



7. Online-Abgabe

1. Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum. Dann ist jede Teilmenge paarweise or-
thogonaler Vektoren linear unabhiingig.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

2. Sei (V, (-,)) ein Euklidischer Vektorraum. Dann ist jede orthonormale Teilmenge
linear unabhéngig.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

3. Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum, und seien u, v, w € V. Wenn (u,v) =
(u,w), dann ist v = w.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

4. Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum, und seien u, v € V, sodass ||u + v|| = 2
und ||u — v|| = v/8. Dann ist

@ (u,v)=-1
(®) (u,v) =

© (u,v)=—4
d  (u,0) = V2
© (u,v)=0

Siehe nichstes Blatt!



5. Welche der folgenden Vorschriften definieren innere Produkte auf den entsprechen-
den R-Vektorrdumen?

@ {(a,b),(c,d)) = ac — bd auf R?
(b) (A, B) = tr(A+ B) fiir A, B € Myys(R).

© (p,q) = fol P (x)q(x)dz fir p,q € P(R), wobei p’ die Polynomfunktion nach
formaler Ableitung von p ist.

(d) Keine der obigen Moglichkeiten

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Montag, den 20. Mirz in der Ubungsstunde oder
davor im Fach Ihrer Assistentin/Ihres Assistenten im HG J 68.



