D-MATH Lineare Algebra II FS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung 7:

Bilinearformen

1. a) 1. Seien uy,uy € V, A € K, dann gelten nach Voraussetzung:

Wir bemerken, dass eine Abbildung 5 : V x V' — K genau dann bilinear
ist, wenn fiir alle v € V die zu [ assoziierten Abbildungen L,, R, : V —
K linear sind. Im Folgenden bezeichnen wir mit Linearitdit von 3 im ersten
Argument die Linearitit von R, fiir alle v € V und mit Linearitdt von [3 im
zweiten Argument die Linearitidt von L, fiiralle v € V.

2. Da fiir alle u € U die zu (3 assoziierten Abbildungen L,, R, : V — K — wie
gerade gezeigt wurde — linear sind, gelten

B(u,0) = L,(0) =0und 5(0,u) = R,(0) = 0.
3. Wegen Linearitit im ersten Argument ist
Blu+v,w+z2) = P(u,w+ z)+ B(v,w+ 2).
Wegen Linearitit im zweiten Argument sind
Bluyw + 2) = Blu, w) + Blu, =) und Bv,w + 2) = Blv,w) + Bv, w),
Also gilt

Blu+v,w+ z) =0(u,w+ z) + B(v,w + 2)
=6(u,w) + B(u, z) + f(v,w) + (v, w).

Bitte wenden!



b)

c)

d)

4. Seiv € V beliebig, und seien L, ,, Ro o 0 V — Ksowie Lg,, Rz, : V — K
die mit o bzw. mit /3 assoziierten Abbildungen aus Teil 1. Dann gelten fiir
ueV

und wegen der Bilinearitét von [ folgt die Linearitit von L,, ,,, R, , fiir belie-
bige v € V. Wie in Teil 1 besprochen, ist « also bilinear.

Seien (1, f; € BF(V) und X € K, dann ist

Vs(B1+ AB2)ij = Bi(vi, v5) + ABa(vi, v5) = ¥s(B1)ij + M5 (B2)is

nach Definition der Vektorraumstruktur auf BF (V) € Abb(V x V,K), und wir
erhalten

Yp(B1 + AB2) = ¥p(B1) + Mg(52),

da die Vektorraumstruktur auf M, (K) mittels komponentenweiser Addition
und skalarer Multiplikation definiert ist.

Reflexivitit: Sei A € M, ,(K). Wegen I,, = I gilt I" AI,, = A und somit ist
A kongruent zu sich selber.

Symmetrie: Sei ) € Gl,(K), dann ist wie in der Linearen Algebra I besprochen
wurde auch Q7 € GI1,,(K) und es gilt (Q7)™! = (Q~')”. Seien nun 4, B €
M, »n(K) und sei Q € Gl,(K), sodass B = QT AQ. Sei R := Q~!, dann
folgt aus vorangehenden Ausfiithrungen, dass

R'BR = (R"Q")A(QR) = A

und folglich impliziert die Kongruenz von A zu B die Kongruenz von B zu

A.
Transitivitit: Seien A, B,C € M,.,(K) und Q, R € GIl,(K), sodass B =
QT AQ und C = RT BR gelten. Dann ist

C = R"BR = R"Q"AQR = (QR)TA(QR)

und weil G, (K) abgeschlossen ist unter Matrixmultiplikation, folgt aus der
Kongruenz von A zu B und der Kongruenz von B zu C' die Kongruenz von

AzuC.

Wegen der Distributivitiat der Matrixmultiplikation gilt fiir alle z1, x5,y € R"
und A € R, dass

(21 + Awo)T Ay = (2 + \a3) Ay = o] Ay + ol Ay

Siehe nachstes Blatt!



und somit ist die Abbildung linear im ersten Argument. Da 27 Ay € R ist, gilt
2T Ay = (2T Ay)T =y ATz = yT Ax

und somit ist die Abbildung symmetrisch. Die positive Definitheit folgt sofort aus
der Annahme, dass A positiv definit ist, i.e. nach Voraussetzung gilt 7 Az > 0
fiir alle z € R™ und 27 Az = 0 genau dann, wenn z = 0.

e) Sei 0 € BF(K") die Bilinearform definiert durch
Bla,y) =a"Ay (z,y €K").
Dann ist 5 symmetrisch, denn es ist
Bla,y) =" Ay = (z" Ay)" =y' Alw = y' Az = By, )
fir alle x, y € K". Man bemerke, dass A = [f]¢,, ist.

Da nach Voraussetzung 2 # 0 in K, ist 8 nach §7.2, Theorem 2, diagonalisierbar,
d.h. es existiert eine Basis BB von K", sodass 3]s eine Diagonalmatrix ist.

Seinun Q) := [IKn]?n, dann ist () invertierbar und nach §7.1, Theorem 7.3 gilt

A= [Ble, = Q" [85Q,

und weil [3]5 eine Diagonalmatrix ist, ist A kongruent zu einer Diagonalmatrix.

2. Wir verwenden die in der Vorlesung skizzierte, symmetrische Diagonalisierung, und
erhalten unter der dort verwendeten Notation — d.h. wir wenden auf die rechte Seite
der erweiterten Matrix nur die Zeilenoperationen an — folgende diagonale Form
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Es gilt also
1 0 0\ /3 -2 2 10 -2 300
0 1 1](-2 3 —=2](01 —5|=([020
-2 -2 = 2 -2 3 o1 1 00 £

3. Da A positiv definit ist, definiert die Abbildung (z,y) — (x,y) 4 := x* Ay ein inneres
Produkt auf R”. Zudem ist A invertierbar. Es gilt per definitionem

(A'Ba,y) s = 2" BT (AT Ay = 2" By = 2" AA ' By = (x, A" By)

und somit ist die Abbildung L 4-1p selbstadjungiert beziiglich (-, -) 4. Insbesondere
besitzt R™ eine Orthonormalbasis B (beziiglich (-, -) 4) bestehend aus Eigenvektoren
von Ly-1p. Sei @ = (v; | ... | v,) die Matrix mit den Elementen einer solchen
Orthonormalbasis als Spalten. Nach Annahme ist (Q)7AQY) = §;; und folglich
QT AQ = I,. Insbesondere ist also QA = Q~'. Andererseits ist Q = [Ig-]%" und
somit nach Konstruktion D := Q' (A~! B)Q eine Diagonalmatrix. Es folgt

D=Q ' (A'B)Q=QTA(AT'B)Q =Q"BQ
und es folgt die Behauptung.

Fiir nicht postiv definite Matrizen muss dies nicht gelten, wie sich anhand des Beipiels
belegen lisst. Sei Q@ = (¢4) € Gly(R), sodass QT AQ und QT BQ beides Diagonal-
matrizen sind. Man berechnet

2 2

T _f(a*—=c* ab—cd . AT - 2ac  ad+ bc
@ AQ = <ab—cd b?—d?) sowie Q° BQ = (ad+bc 2bd

Es gilt also ab — c¢d = ad + bc = 0 und insbesondere ad = —bc und ab = cd. Da @
invertierbar ist, gilt 0 # ad — bc = 2ad = —2bc. Insbesondere sind alle Eintridge von
() von 0 verschieden. Es folgt

_ad _ b
T ab cd

d b
b d

Das ist absurd.

4. Wegen der Linearitit der Spur ist fiir alle Ay, Ay, A, By, By, B € Msy(K)

tr(A; 4+ AAs)tr(B) =(tr(A;) + Atr(Az))tr(B) = tr(Ay)tr(B) + Ar(Az)tr(B)
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6.

tr(A)tr(By 4+ ABs) =tr(A) (tr(By) + Atr(Bs)) = tr(A)tr(By) + Ar(A)tr(B,)

und somit ist die Abbildung bilinear. Schreibe B = (vy, v, v3, v4), dann ist tr(v;) = 1
falls « = 1 oder 2 = 4 und 0 sonst. Daher gilt

1001
0000
1001

. Man beachte, dass 3 ein inneres Produkt ist. Die Symmetrie folgt aus der Symmetrie

von A. Seien nun v = (1, 22)7 € R?, dann ist

B(v,v) = 5x? + dayxy + 522 = (Vbr, + 225)° + (5—2)23 >0
und somit ist 5 positiv semidefinit. Da A invertierbar ist, ist somit A positiv definit.
Wir wenden das Gram-Schmidt Orthonoalisierungsverfahren auf die positiv defini-

te, symmetrische Bilinearform [ und die Standardbasis &, an. Sei v; := e;. Es ist
B(vy,v1) = 5. Definiere

5(1}2,1}1> _ 2
5(01’1}1)121 = 561 + eo.

Da vy, v, linear unabhiingig sind, ist B = (v;, ;) eine geordnete Basis von R,

Vg = €9 —

Es gilt

B(vs, v3) = (—2/5,1) (g g) (2{5) — (0,21/5) (2{5) —21/5

sowie nach Konstruktion

B(v1,v2) = B(vg,v1) = 0.

Da (v, v;) > Oistfiiri = 1,2, sind w; := mvl wohldefiniert und B = (wy, wy)

ist eine Basis von R?. Aus der Bilinearitit von 3 folgt 3(w;, w;) = 6, (4,7 = 1,2),
und somit ist [§]z = Is.

a) Nach Definition der Vektorraumstruktur auf V* gilt fiir alle fi, fo € V*, A € K
sowie v € V, dass

(fr +Af2)(v) = fi(v) + Afa(v)
und somit haben wir Linearitéit im ersten Argument.

Da jedes f € V* per definitionem linear ist, gilt fiir alle v;, vy, € V sowie A € K,
dass

for+Ava) = flur) + Af(v2)
und es gilt Linearitdt im zweiten Argument.

Bitte wenden!



b) Wir zeigen, dass die Menge der bilinearen Abbildungen V' x W — K ein Unter-
raum von Abb(V x W, K) ist.

Die Nullabbildung gegeben durch (v, w) — 0 € K fiirallev € Vundw € W
ist sicherlich eine bilineare Abbildung und somit ist die Menge der bilinearen
Abbildungen nicht-leer.

Seien 51,0, : V x W — K bilinear und sei A € K. Seien vy,v5,v € V,
wy,wy,w € W sowie p € K beliebig, dann gelten nach Definition der Vek-
torraumstruktur auf Abb(V x W, K) sowie der Bilinearitit von /3, und S,

(B1 4+ AB2)(v1 + pvg, w) =1 (v1 + pvg, w) + ABa(vy + pvz, w)
=B1(v1) + pBi(vi, w) + AB2(vi, w) + pABa(ve, w)
:(ﬁl(vl, w) + APa(v1, w)) + u(ﬁl(vz, w) + ABa(va, w))
=(B1 + AB2)(v1, w) + p(Br + AB2) (v2, w)

und somit ist 31 + A9 linear im ersten Argument. Analog erhilt man

(Br + AB2) (v, wi + pawg) =1 (v, w1 + pwsa) + ABa(v, wy + paws)
=01 (v, w1) + pf1(v, w1) + ABa(v, w1) + pAB2 (v, w2)
:(51(1), wy) + A2 (v, wl)) + u(ﬁl(v, wa) + A\Ba(v, wg))
=(B1 + AB2) (v, w1) + p(B1 + AB2) (v, wo)

und 1 + A9 ist linear im zweiten Argument. Insbesondere ist also 3; + [
bilinear.

¢) “=": Falls V = W gilt, dann ist dim(V) = dim(WV). Sei also (vy,...,v,)
eine geordnete Basis von V/, sei (wy,...,w,) eine geordnete Basis von W
und sei (f1,..., f,) die assoziierte duale Basis von W*, d.h. f;(w;) = 6;;
firallel < 7,7 < n.Sei ® : V — W~ der eindeutige Isomorphismus mit
®(v;) = f; fur alle 1 < i < n. Die Abbildung (v, w) — ®(v)(w) ist nach
Teilaufgabe a) bilinear. Wir zeigen, dass sie nicht ausgeartet ist. Sei v # 0
und sei ®(v) = a1f1 + -+ + a,fn. Dav # 0 und ® ein Isomorphismus
(insbesondere also injektiv) ist, existiert ein 1 < ¢ < n, sodass a; # 0 ist.
Es ist ®(v)(w;) = a; # 0. Sei andererseits w € W \ {0} und sei w =
bywy + -+ - + byw,. Daw # 0, existiert ein 1 < ¢ < n, sodass b; # 0 gilt.
Es ist ®(®7(f;))(w) = fi(w) = b; # 0. Also ist die Bilinearform nicht
ausgeartet und die gewiinschte Implikation ist bewiesen.

“<": Angenommen 3 : V x W — K ist eine nicht ausgeartete Bilinearform.
Fiir jedes v € V definiert, unter Verwendung der Linearitéit von 3 im zweiten
Argument, die Abbildung 3, : W — K, w — [(v,w), ein Element in WW/*.
Da 3 nicht ausgeartet ist, ist 3, fiir alle v € V' \ {0} nicht das Nullelement
in W*. Andererseits gilt unter Verwendung der Linearitit von 5 im ersten
Argument fiir vy,vo € V, w € Wund A € K,

5U1+>\v2 (U)) = ﬁm (’LU) + )‘ﬂvz (w)

Siehe nachstes Blatt!



und somit ist die Abbildung V' — W*, v +— f,, linear und weil 5, = 0
genau dann gilt, wenn v = 0 ist, auch injektiv. Da jede injektive lineare
Abbildung zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen linear unab-
hingige Mengen auf linear unabhingige Mengen abbildet, folgt dim(V') <
dim(W*) = dim(W). Analog zeigt man dim(W) < dim(V') und es folgt
dim(V') = dim(W') und somit die gewiinschte Isomorphie.



