D-MATH Lineare Algebra II FS 2017
Dr. Meike Akveld

Serie 7:

Bilinearformen

1. a) Im Folgenden sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper Kund 5 : V x V — K
eine Bilinearform auf V. Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften von 3:

1. Seiv € V, dann sind die Abbildungen L., R, : V — K definiert durch
Ly(u) := B(v,u) und R,(u) := B(u,v) (uweV)

linear.
2. B(u,0) = B(0,u) =0 firalleu € V.
3. Firalle u, v, w, z,€ V gilt

Blu+v,w+ 2z) = p(u,w) + B(v,w) + Bu, z) + B(v, 2).
4. Seiav : V x V — K die Abbildung gegeben durch
a(u,v) = B(v,u) (u,v €V).
Dann ist « eine Bilinearform auf V.

“b) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, und sei n = dim(V'). Zeigen
Sie, dass fiir jede geordnete Basis B = (vy,...,v,) von V die Abbildung v5 :
BF(V) — M,«n(K), gegeben durch

Vﬁ € BF(V) . wB(ﬁ)Z] = ﬁ(vi,vj) (1 S Z,j S 77/)
eine lineare Abbildung ist.

¢) Seien A, B € M,,,(K). Wir sagen, A ist kongruent zu B, falls ein ) € Gl,(K)
existiert, sodass B = QT AQ gilt. Zeigen Sie, dass Kongruenz eine Aquivalenz-
relation definiert.

Bitte wenden!



d) Sei A € M,«,(R) symmetrisch und positiv definit, dann ist die Abbildung
(z,y) — 2z Ay fiir 2,y € R™ ein inneres Produkt.

e) Beweisen Sie die folgende Aussage: Sei K ein Korper, in dem 2 # 0 gilt und sei
A € M, (K) symmetrisch. Dann ist A kongruent zu einer Diagonalmatrix D.

2. Diagonalisieren Sie die zur symmetrischen reellen Matrix A gehorige Bilinearform,
wobel

3 -2 2
A=|-2 3 =2],
2 -2 3

d.h. finden Sie eine Matrix Q € Gl3(R), sodass Q*AQ eine Diagonalmatrix ist.

3. Seien A, B € M,«,(R) reelle, symmetrische Matrizen und sei A positiv definit. Zei-
gen Sie, dass eine invertierbare Matrix Q € Gl,,(RR) existiert, sodass Q7AQ und Q7BQ
Diagonalmatrizen sind.

Hinweis: Betrachte das innere Produkt definiert durch A und diesbeziiglich die Abbil-
dung L s-15.

Gilt die Aussage, wenn A nicht positiv definit ist? Untersuchen Sie hierfiir die mit den

Matrizen A = (§ ° ) und B = ({}) assoziierten Bilinearformen auf R?,

4. Betrachten Sie den Vektorraum V' = My 5(C) zusammen mit der geordneten Basis B

gegeben durch
B_ 10 01 00 0 0
~\\0 0/)2\0 0/’\1 0)7\0 1))"

Sei f: V xV — C gegeben durch (A, B) = tr(A)tr(B). Zeigen Sie, dass  bilinear
ist und bestimmen Sie die Darstellungsmatrix 3]s beziiglich 5 von £.
5. Sei A= (32) € Myyo(R) und sei  : R* x R* — R gegeben durch
Blu,v) :=uAv  (u,v € R?).

Bestimmen Sie eine geordnete Basis B von R?, sodass 3 beziiglich B eine Darstel-
lungsmatrix der Form ( 0 ) besitzt.

Siehe nachstes Blatt!



“6. Seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper K. Eine Abbildung 3 : V xW — K
heisst Bilinearform, falls fiir jedes v; € V und w; € W die Abbildungen

V — K,v+— f(v,w;) (Linearititim 1. Argument)
W — K, w+— f(vy,w) (Linearitit im 2. Argument)

linear sind.

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung V* x V — K, (f,v) — f(v) eine Bilinearform
ist.

b) Definieren Sie eine Vektorraumstruktur auf der Menge der bilinearen Abbldun-
gen V x W — K.

¢) Eine Bilinearform 5 : V' x W — K heisst nicht ausgeartet, wenn gilt

Yo e V\{0}Fw e W : (v,w) #0,
Vw e W\ {0}3v eV :pv,w)#0.

Zeigen Sie dass zwei endlichdimensionale Vektorrdume V, W genau dann iso-
morph sind, wenn eine nicht ausgeartete Bilinearform 3 : V' x W — K existiert.

7. Online-Abgabe

1. Seien A, B € M,,«,,(K) fiir einen Korper K und seien A, B kongruent. Dann gilt
o(A) = o(B).

(a) Richtig.

(b) Falsch.

2. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, dim(V) > 1 und sei 5 € BF(V).
Dann existiert fiir jedes u € V ein v € V' \ {0}, sodass f(u,v) = 0.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



3. Sei K ein Korper und A € M,,,,,(K) symmetrisch, dann ist A kongruent zu einer
Diagonalmatrix.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

4. Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum und sei 5 € BF (1), dann existiert eine
geordnete Basis B von V/, sodass || eine Diagonalmatrix ist.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

5. Jedes innere Produkt auf einem reellen Vektorraum ist eine Bilinearform.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

6. Jede Bilinearform auf einem reellen Vektorraum ist ein inneres Produkt.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

7. Betrachte die Abbildung 3 : R? x R? — R gegeben durch

B((1,22), (1, 2)) := det (xl ‘”2) .

Y1 Yo
Dann ist 3 bilinear.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Montag, den 10. April in der Ubungsstunde oder
davor im Fach Ihrer Assistentin/Ihres Assistenten im HG J 68.



