D-MATH Lineare Algebra II FS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung 8&:

Quadratische Formen, Sylvesters Trigheitssatz

1. Wir erinnern an den Hauptachsensatz: Jede von 0 verschiedene quadratische Form ()
auf R? ist bis auf Kongruenz #quvalent zu einer quadratischen Form definiert durch
Diagonalmatrizen der Form

1 1 1 1 1
+ 0 + 1 , ~1 .+ 1 .+ 1
0 0 0 1 1

Man beachte, dass X_¢, = X —, gilt, und folglich reicht es aus, die Fille (p, q) =

(0,0), (p,q) = (1,0), (p,q) = (2,0), (p,q) = (3,0), (p,q) = (1,1) sowie (p,q) =
(2,1) zu beschreiben.

“p =0,q = 0”: Die quadratische Form ist die 0 Form, also gilt Xg, = R3fallsa = 0
ist, und X , = 0 sonst.

“p=1,q = 0”: Die quadratische Form ist das Monom in der ersten Koordinate x +—>
ay2? auf R mit o > 0. Folglich gilt

0 fallsa < 0
Xga=q{z eR® |z =0} fallsa =0,
{r e R® |z ==+ /a/ay} sonst

also entweder die leere Menge, die yz-Ebene, oder die disjunkte Vereinigung
zweier Ebenen parallel zur yz-Ebene.

“p = 2,q = 0”: Die quadratische Form bildet entlang der Hauptachsen z auf a; 2% +
agmg ab, wobei o, as > 0. Im Wesentlichen handelt es sich um eine quadratische
Form auf R? und da wissen wir, dass fiir alle a < 0 gilt X, = () und fiir a > 0
die Quadrik eine Ellipse definiert. Insbesondere sei a > 0, dann bildet fiir fixes
z € R die Menge

XoaN{r eR|x3 =12}
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eine Ellipse von Radius y/a um den Punkt (0, 0, z) in der Ebene
{x e R®| 2z = 3}

und somit ist Xq , die Oberfliche eines Zylinders mit Querschnittsflache eine
Ellipse mit Mittelpunkt auf der z-Achse.

“p =1,q = 1”: Die quadratische Form bildet entlang der Hauptachsen z auf oy 2% —
a3 ab, wobei oy, ap; > 0. Im Wesentlichen handelt es sich um eine quadrati-
sche Form auf R? und da wissen wir, dass fiir « = 0 die Menge X , ein Paar von
Geraden durch den Ursprung ist und fiir ¢ # 0 die Quadrik eine Hyperbel defi-
niert. Analog zum vorangehenden Beispiel ist die Quadrik im R® gegeben als die
Vereinigung aller zur z3-Achse parallelen Geraden, welche die x4, xo-Ebene in
einer der entsprechenden Geraden (¢ = 0) bzw. in der entsprechenden Hyperbel
(a # 0) schneiden.

“p=3,q = 0”: Esistklar, dass Q(x) > 0 fiir alle z € R?, und folglich ist X¢, = 0,
wann immer a < (. Fiir a > 0 definiert die Gleichung

2 2 2
a1T] + Ty + a3T3 = a

mit oy, o, g > 0 die Oberflidche eines Ellipsoids.

“p = 2,q = 1”: Die quadratische Form bildet entlang der Hauptachsen z auf a;2? +
Qo3 — azri ab mit oy, az, a3 > 0. Die Quadrik X, ist also gegeben durch die

Menge der = € R3, sodass a17? + anx3 = a + azr3.

“a = 0”: Fir jedes von Null verschiedene z € R ist die Menge der Losungen
auf Hohe x3 = z, d.h. die Menge Xg, N {z € R*® | z3 = z}, eine nicht-
degenerierte Ellipse, und fiir z = 0 ist Xo, N{z € R® | 23 = 2} = {0}
Die Vereinigung dieser Mengen fiir variierende z liefert einen Kegel (mit
Querschnittsflache eine Ellipse). Im folgenden Bild ist der Fall oy = ay =
g = 1 illustriert.
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“a > (”: Fiir jedes 2 € R ist die Schnittmenge Xg, N {z € R® | z3 = 2} eine
nicht-degenerierte Ellipse, und die Vereinigung dieser Ellipsen fiir variieren-
de z € R liefert ein sogenanntes einschaliges Hyperboloid. Im folgenden
Bild ist der Fall ov; = oy = 3 = 1 illustriert.
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“a < 0”: Man beachte, dass fiir jede Losung Q(z) = a die Ungleichung a +
azz > 0 erfiillt sein muss. Also ist Xo, N {z € R?® | 23 = 2} genau dann
nicht-leer, wenn |z| > \/—a/«s. Fiir den Spezialfall |z| > y/—a/a; erhalten
wir Xg, N{z € R | 23 = 2} = {ze3} und fiir |2| > /—a/a3 erhalten
wir wieder eine nicht-degenerierte Ellipse. Die Vereinigung dieser Mengen
fiir variierende z € R liefert ein sogenanntes zweischaliges Hyperboloid. Im
folgenden Bild ist der Fall oy = as = a3 = 1 illustriert.

|

2. a) (i) impliziert (ii): Da die Abbildung [, bilinear ist, existieren eine Basis B von
V sowie eine durch B eindeutig bestimmte Matrix A, sodass

Bo(v,w) = ]gAlwls  (v,w € V)
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gilt. Insbesondere ist also

[]AR]s = Bo(v,v) = 5 (Q(2v) - 2Q(v)) = Q(v).

DO | —

(ii) impliziert (i): Aus der Linearitit des Isomorphismus v — [v]g folgt
QW) = WJ5AlNs = NlhAlols = NQ(v) (v € VA € K),

da [)\U]B = )\[U]B.

Man beachte, dass die Abbildung g symmetrisch ist, d.h. fiir alle v,w € V
gilt Bo(v,w) = Bo(w,v). Insbesondere reicht es zu zeigen, dass [ linear
ist im zweiten Argument. Sei A € K und seien v, w;,wy € V, dann gilt
wegen der Linearitit von v — [v]p

[wi]s + Alws])
wi] + A[v]Alwa]s
:ﬁQ(U> wl) + ABQ(”? wQ)

I
=
TN T8 T
B
—~

I
=
e

unter Verwendung der Distributivitdt der Matrixmultiplikation iiber die Ma-
trixaddition. Da A, v, ws, w, beliebig waren, ist 3¢ linear im zweiten Argu-
ment und wegen der Symmetrie bilinear.

b) Man tiberpriift leicht, dass die Nullabbildung eine quadratische Form auf V' defi-
niert (iberpriifen Sie dies). Insbesondere ist die Menge der quadratischen Formen
auf V nicht leer. Seien ()1, (o quadratische Formen auf V und sei p € K. Wir
zeigen, dass die Abbildung ()7 + Q)2 eine quadratische Form auf V' definiert.
Fir v € V und )\ € K gilt

(Q1+pQ2)(Av) = Q1(Av)+uQ2(Av) = >\2Q1(U)+N)\2Q2(U) = )‘2(Q1+MQ2)(U)-

Wir zeigen die Linearitit von (g, .0, im ersten Argument. Seien vy, vo,w € V'
und sei A € K. Dann gilt

2Bq1+n@a (V1 + Avz, w) =(Q1 + pQ2)(v1 + Avg + w)

— (Q1 + uQ2) (v + Avg) — (Q1 + uQ2)(w)
=Q1(v1 + Mg + w) + uQ2(vy + Avy + w)

— Q1(v1 + Avg) — pQa(v1 + Ava)

— Q1(w) — pQa(w)
=280, (v1 + Ave, w) + 2upBg, (v1 + Avg, w)
=20, (v1,w) + 2By, (v2, w)

+ 2uBg, (v1, w) + 21809, (v, w)
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=Q1(v1 +w) — Q1(v1) — Q1(w)
+ AQ1(v2, w) — AQ1(v2) — AQ1(w)
+ Qo (v1 + w) — pQa(v1) — pQa(w)
+ Q2 (v, w) — AuQ2(v2) — AuQ2(w)
=(Q1 + pQ2)(v1 + w) — (Q1 + pQ2)(v1)
— (Q1 + pQ2)(w)
+ AMQ1 + pQ2)(v2 + w) — AN(Q1 + pQ2)(v2)
— MQ1 + pQ2)(w)
=2001+102 (V1, W) + 2280, 44, (v2, ).
Alsoist Sg, 4.0, linear im ersten Argument. Da 3¢, 4 ,¢, symmetrisch ist, folgt
die Bilinearitit.

Insbesondere besitzt die Abbildung Q) + ;)2 die Eigenschaften aus Teilaufgabe
a), (1). Somit ist ()1 + pu@)- eine quadratische Form auf V.

Somit ist gezeigt, dass die Menge der quadratischen Formen auf V' ein Unter-
raum von Abb(V,K) ist.

Als Zwischenresultat liefert obige Rechnung im Spezialfall v, = 0 die Glei-
chung

6Q1+MQ2 (Ulv ’LU) = BQ1<U17 U)) + NﬁQz (Ulv w)'

Da v, w beliebig waren, gilt also S¢, 1.0, = Bo, + 1B, und somit ist die
Abbildung () — [¢ linear. Die Abbildung ist sicherlich symmetrisch, und somit
wohldefiniert.

Sei 3 eine symmetrische Bilinearform auf V', und definiere () : V' — K durch
Q(v) := B(v,v) fur alle v € V. Dann gilt fiir beliebige A € Kund v € V

Q(AU> = B(/\Uv )‘U) = /\2B(U7 U) = )‘2Q(U)

wegen der Bilinearitit von (. Des Weiteren ist

26q(v,w) =Q(v+w) — Q(v) — Q(w)
=B(v+w,v+w)—B(v,v) - Blw,w) = 28(v,w)
wegen der Symmetrie von (3. Folglich ist 3¢ bilinear und () eine quadratische

Form.

Da f beliebig war, ist die Abbildung () — (¢ insbesondere surjektiv und inver-
tierbar, und somit ein [somorphismus.

3. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, ist die Darstellungsmatrix der quadratischen
Form (@ beziiglich der Basis £; der Darstellungsmatrix der zugehorigen bilinearen

Bitte wenden!



Abbildung. Diese wurde in Aufgabe 2. unabhingig von der Koordinatendarstellung
von (Q eingefiihrt. Es reicht also,

Blernes) = 5(Qei+ ) — Qler) — QLey))

fir 1 <14,5 < 3 zu berechnen. Man findet

sodass

Wir berechnen

10 1 0 -1
det(1) =1, det (0 2) =2det| 0 2 2 | =6.
-1 2 6

Somit ist A positiv definit nach dem Hauptminorenkriterium.

Wie in der Vorlesung besprochen, kann man auch das symmetrische Gaussverfahren
auf A anwenden und erhilt

10 —1 1 00 100
0 2 2 | g 2 o BIEA g 2 2
12 6 -1 25 025
100 100

WS 2 0] P20 2 0],

02 3 00 3

was ebenfalls zeigt, dass A positiv definit ist, da die Signatur einer Matrix invariant ist
unter symmetrischen elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen.

Im Folgenden ist (-, -) das standard innere Produkt auf R?. Fiir die Cholesky-Zerlegung
wenden wir das Gram-Schmidt Verfahren beziiglich (-, -) 4 auf die Standardbasis &;
an, wobei (x,y) 4 1= (z, Ay) = 2T Ay fiir alle z, y € R3.

Man berechnet

<€1,€1>A :<€17€1 - €3> =1
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und wir erhalten die orthogonale Basis B = (vy, v2, v3) von R? beziiglich (-, -) 4 gege-
ben durch
Uy = €1, U3 = €2, U3 = €1 — €2 + €3.

Normalisierung liefert die Orthonormalbasis B’ = (wy, ws, w3) gegeben durch

1 1
Wy = €1, Wy = E€2, wy = —3(61 — eg + €3).
Betrachte die Matrix
1o =
Q = (wi|wa|wz) = | 0 \% _\/Lg
00 =

Es folgt aus der Losung zu Aufgabe 2, Serie 6, dass
A= (@ H)Q,
und man berechnet
1 0
Q'=10 v2 V2
0 0 V3

. “="": Wir machen einen Widerspruchsbeweis. Angenommen IV ist ausgeartet. Dann
existiert ein w € W \ {0} mit S(w,w") = 0 fiir alle w’ € W. Per definitionem
folgt daraus w € W+ und somit W N W+ = {0}, im Widerspruch zur Annahme
V=WaoW.

“<": Wir zeigen zuerst, dass W N W+ = {0}. Angenommen dies ist nicht wahr,

dann existiert einw € W N W+ mitw # 0. DaW € W+, gilt B(w,w’) = 0 fiir
alle w’ € W. Insbesondere ist § ausgeartet.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass V = W + W+, Sei v € V beliebig und
betrachte die Abbildung 5(v,-) : V' — K. Die Restriktion von 5(v,-) auf W
definiert ein Element in W/*. Wie in Serie 7, Aufgabe 6¢c, argumentiert wurde,
existiert also ein w € W, sodass f(v,w’) = B(w,w’) fir alle w' € W gilt.
Insbesondere ist also

V' e W: B(v—w,w) = B(v,w") — Blw,w) =0

und folglich v — w € W+, i.e. es existiert u € W= mit v — w = u und folglich
v=w4ueW+WH=.
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S.

a) A und B sind orthogonal diagonalisierbar, d.h. es existieren orthogonale Matri-

zen Q1,Q2 € O(n), sodass QT AQ, und QF BQ, Diagonalmatrizen sind. Da
A, B positiv definit sind, sind die Diagonaleintrige von QT AQ; und Q2BQ,
strikt positiv. Da @)1, ()2 orthogonale Matrizen sind, ist A dhnlich zu QITAQl
und B idhnlich zu Q1 BQ,. Da die Eigenwerte einer Matrix invariant sind unter
Ahnlichkeit, sind die Eigenwerte von A und B insbesondere alle positiv.

Wir wissen aus Serie 2, Aufgabe 5, dass A und B simultan diagonalisierbar sind,
d.h. es existiert eine Matrix S € M,,«,(R), sodass S~' AS und S~ BS Diagonal-
matrizen sind. Wieder sind die Diagonaleintrige von S~'AS und S~*BS genau
die Eigenwerte von A bzw. von B, und insbesondere positiv. Also sind auch die
Diagonaleintrige der Diagonalmatrix

(STrAS)(S™'BS) = ST'ABS
positiv und somit sind, wieder wegen Invarianz unter Ahnlichkeit, die Eigenwerte
von AB alle positiv.

Da (AB)T = BTAT = BA = AB, ist AB orthogonal diagonalisierbar, d.h. es
existiert Q € O(n), sodass QT ABQ eine Diagonalmatrix ist, und wieder sind
die Diagonaleintriige alle positiv, wegen Invarianz unter Ahnlichkeit.

Seinun v € R™\ {0}, dann ist

vwTABv = (QQTv)"AB(QQ ) = (QTv) QT ABQ(Q"v) > 0.

b) (i) Aus der Definition eines inneren Produkts folgt, dass die Abbildung (37 linear

ist im ersten Argument. Seien v, wy, wy € V und A € R. Aus der Symmetrie
des inneren Produkts folgt
5T<U, w1y + )\wQ) :<T(w1 + )\IUQ), U> = <T(w1) + /\T(wg), ’U>
=(T(w1),v) + MT(wg),v) = Br(v,wy) + ABr(v, ws).
Somit ist 57 linear im zweiten Argument und insbesondere bilinear.
(il) “«<=": Wenn T selbstadjungiert ist, dann gilt fiir alle v, w € V

Br(v, w) Det (v, Tw) = (Tv,w

> Symgetrie <w’ TU> D;f‘ 5T(UJ, ’U)

wegen der Symmetrie des inneren Produkts.

“="": Sei fr symmetrisch, dann gilt fiir alle v, w € V, dass

(T*,w) Z o, Tw) = (v, 0) "™ fr(w,v)
Déf'(w, Tv) Symmetrie (Tv,w).
Somit gilt fiir alle v, w € V, dass
(T*v,w) = (Tv,w)

und wegen der Eindeutigkeit von T folgt T' = T™.
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(iii) Wir wissen aus Teilaufgaben (i) und (ii), dass (7 linear ist im ersten Argu-
ment. Wir behaupten also, dass genau dann 57 (v,v) > 0 firallev € V' \ {0}
und (v, w) = Br(w,v) fir alle v, w € V gelten, wenn eine Basis B von V'
existiert, sodass [T']z eine symmetrische, positiv definite Matrix ist.

“=": Da die Abbildung (v, w) — (v, w) eine symmetrische, positiv defi-

nite Bilinearform ist, existiert eine Basis B = (vy,...,v,) von V sowie
eine Diagonalmatrix D mit strikt positiven Eintrdgen auf der Diagonalen,
sodass

Yo, w € R™ : (v,w) = [v]D[w]s.

NI

Wir definieren die Basis C = (wy,...,w,) von V durch w; = D, v;.
Dann gilt

(i, w;) =(DyDy;) "% (i, v;) = (DiDy;) 2[5 Dvjls
=(D;iDj;) 2] Dej =&

und es folgt wegen der Bilinearitit und der Eindeutigkeit der Darstel-
lungsmatrix beziiglich C, dass

iJ

Yo,w eV i (v,w) = [v)&[w]e.
Insbesondere ist
Br(v,w) = [le[Tle[wle
und folglich ist 87 genau dann ein inneres Produkt, wenn [7']¢ symme-

trisch und positiv definit ist. Falls 57 ein inneres Produkt ist, folgt also,
dass eine Basis C von V existiert, sodass [T]c symmetrisch und positiv

definit ist.
“«<": Wir nehmen an, dass 7" selbstadjungiert ist und eine Basis B von V'
existiert, sodass B := [T'|z symmetrisch und positiv definit ist. Da (-, )

ein inneres Produkt ist, existiert eine symmetrische, positiv definite Ma-
trix A € M, »,(R), sodass

VYo, w eV 1 (v,w) = [v]5A[w]s.

Es gilt nach Voraussetzung
T=T*

[v]sAB[wls =[v]pA[Tw]s = (v, Tw) "= (Tv,w)
=[Tv]sAlw]s = [v]zB" Alw]s = [v]gBA[w]s.
Dies impliziert, dass AB = BA gilt, denn die Surjektivitit von v — [v]s
impliziert
(BA)U = eiTBAej = eiTABej = (AB)”
fir alle 1 < 4,5 < n.Da A, B positiv definit sind, ist also AB positiv
definit, was in Aufgabe a) gezeigt wurde, und es folgt

Yo € V\ {0} : Br(v,v) = (v,Tv) = [v]FAB[v]s > 0.

Somit ist 51 ein inneres Produkt.



