D-MATH Lineare Algebra II FS 2017
Dr. Meike Akveld

Serie 10:

Klassifikation orthogonaler Endomorphismen

1. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler Euklidscher Vektorraum. Zeigen Sie, dass Ro-
tationen und Reflexionen auf V' orthogonale Abbildungen sind.

2. Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum der Dimension dim(V') = 2. Zeigen Sie:

a) Jeder orthogonale Endomorphismus 7" auf V' ist entweder eine Reflexion oder
eine Rotation. Zeigen Sie zudem:

* T ist genau dann eine Reflexion, wenn det(7") = —1,
* T ist genau dann eine Rotation, wenn det(7") = 1.

b) Die Komposition einer Rotation und einer Reflexion ist eine Reflexion.

3. Sei (V,(-,-)) ein Euklidscher Vektorraum und sei 7" ein orthogonaler Endomorphis-
mus auf V. Angenommen {W; | 1 <1i < m} ist eine Familie paarweise orthogonaler
T-invarianter Unterraume von V', sodass

. 1 <dim(W;) <2firl <i<m
2. sowie V=W ®---pW,,.

Sei s = [{1 < i < m | T|w, ist eine Reflexion}|. Zeigen Sie, dass det(7T) = (—1)®
gilt.

4. Sei (V,(-,)) ein endlichdimensionaler Euklidscher Vektorraum und sei 7" ein ortho-
gonaler Endomorphismus auf V.

Bitte wenden!



a) Zeigen Sie, dass orthogonale Endomorphismen 77, ..., 7}, auf V existieren, so-
dass gelten:

1. Fir alle 1 <17 < m ist T; entweder eine Rotation oder eine Reflexion,
2. es gibt maximal ein 1 < ¢ < m, sodass 7; eine Reflexion ist,

3. firallel <i,5 <mgilt I;T; = T;T;,

4. T =1T,---T,,, und

5. esist

1 falls T} eine Rotation ist fiiralle 1 < ¢ <m
—1 sonst

det(T') = {

b) Zeigen Sie: Es existiert eine geordnete Basis B von V, sodass die Darstellungs-
matrix von 7" beziiglich B eine Blockdiagonalmatrix der Form

D, 0
[T]B — ‘. .
0 D,,

ist, wobei fiir alle 1 < i < m die Matrix D; entweder eine 1 x 1-Matrix (£1)
oder eine 2 x 2-Matrix der Form (! ’ab ) mit a? + b? = 1 iiber R ist. Zeigen Sie

zudem, dass man im Falle det(7") = 1 alle 1 x 1 Blockdiagonaleintrige gleich 1
wiihlen kann.

¢) Sei A € SO(3) = {A € O(3) | det(A) = 1}. Zeigen Sie, dass A dhnlich ist zu
einer Matrix der Form

1 0 0
B=10 cos? —sin?d
0 sind cos?
5. Seien 94,7, € R und seien gegeben
1 0 0 cos7 —sing 0
A= |0 cos§ —sinf |,B=[sin] cosT 0 € Mss3(R).
0 sin? cos% 0 0 1

Zeigen Sie, dass L4, Ly, L4 Rotationen auf R? sind und finden Sie die Rotations-
achse von L 45.

6. Zeigen Sie den Satz vom Fussball: In jedem Fussballspiel, in dem nur ein Ball verwen-
det wird, gibt es zwei Punkte auf der Oberfldche des Balles, die sich zu Beginn der
ersten und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau auf demselben Anstosspunkt
liegt) an der gleichen Stelle im umgebenden Raum befinden.

Siehe nichstes Blatt!



a) Uberlegen Sie sich eine Beweisskizze unter Verwendung der folgenden Tatsache,
die wir im Folgenden beweisen werden:

Theorem: Sei S? = {v € R? | |[v|]| = 1}, wobei ||-|| die Norm zum standard
inneren Produkt auf R? sei. Sei f : S?> — S? eine Isometrie, das heisst fiir alle
v,w e S? gilt

1f(v) = f(w)l] = [lv = wl]
Dann existiert ein durch f eindeutig bestimmter orthogonaler Endomorphismus
T :R? — R3, sodass f = T|g ist.

b) Sei f : S? — S? eine Isometrie. Zeigen Sie, dass fiir alle v, w € S? gilt
(f(v), f(w)) = (v,w).
¢) Sei f: 5% — 52 eine Isometrie und sei v € S?. Geben Sie eine Formel fiir f(v)

an und folgern Sie, dass f eine eindeutige orthogonale Erweiterung auf ganz R3
besitzt.

d) Folgern Sie den Satz vom Fussball.

7. Online-Abgabe

1. Sei (V, (-, -)) ein Euklidscher Vektorraum und sei 7" ein orthogonaler Endomorphis-
mus auf V. Dann ist 7" entweder eine Rotation oder eine Reflexion.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

2. Sei (V,(-,-)) ein zweidimensionaler Euklidscher Vektorraum. Die Komposition
zweier Rotationen auf V' ist eine Rotation.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



3. Sei (V, (-, -)) ein dreidimensionaler Euklidscher Vektorraum. Dann ist das Produkt
zweier Rotationen auf V' eine Rotation auf V.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

4. Sei (V, (-, -)) ein vierdimensionaler Euklidscher Vektorraum. Dann ist die Kompo-
sition zweier Rotationen eine Rotation.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

5. Sei (V, (-, -)) ein Euklidscher Vektorraum. Dann ist die Identitit eine Rotation.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

6. Sei (V,(,-,-)) ein Euklidscher Vektorraum. Die Komposition zweier Reflexionen
auf V' ist eine Reflexion.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

7.Sei (V, (-, -)) ein Euklidscher Vektorraum und 7" ein orthogonaler Endomorphismus
auf V. Dann ist 7" eine Komposition von Rotationen.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

Siehe nachstes Blatt!



8. Sei (V, (-,-)) ein Euklidscher Vektorraum. Sei 7" ein orthognaler Endomorphimus
auf V und sei det(7") = —1. Dann ist 7" eine Reflexion.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

9. Jede Reflexion eines endlichdimensionalen Euklidschen Vektorraums besitzt einen

Eigenwert.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

10. Jede Rotation eines endlichdimensionalen Euklidschen Vektorraums besitzt einen

Eigenwert.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Montag, den 8. Mai, in der Ubungsstunde oder
davor im Fach Threr Assistentin/Ihres Assistenten im HG J 68.



