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1.

a)

b)

Losung 11:

Jordan Normalform

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch
chary(X) = X*(1 - X)(i — X)

und da es in Linearfaktoren zerfillt (was tiber C natiirlich immer gilt), ist A
dhnlich zu einer Matrix in Jordan Normalform. Gegeben das charakteristische
Polynom von A existieren die folgenden beiden Kandidaten .J;, .J; fiir die Jordan
Normalform:

0100 0000
0000 0000
=19 o010 ™ 2=|y0 10
000 i 000 i

Die Frage ist also, ob der Eigenwert 0 geometrische Multiplizitit 1 oder 2 besitzt,
da fiir die anderen Eigenwerte die algebraische Multiplizitit 1 eine obere Schran-
ke fiir die von unten durch 1 beschrinkte geometrische Multiplizitit liefert und
diese somit vollstindig bestimmt. Die geometrische Multiplizitit des Eigenwerts
0 ist die Dimension des Kerns von A.

Da der Rang unter Ahnlichkeit erhalten bleibt und weil Rang(A) = 2 ist, folgt
A~ Js.

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch

chary(X) =(2 - X)* +2 - 3(2 - X)
= - X?+6X?-9X +4

und somit

char§(X) = — (X — 1)3(X —4),
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char?(X) = — X3 4+ 1=—(X —1)%,

1im zweiten Falle weil 4 = 1 mod 3.

In beiden Fillen zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren und
somit ist A iiber R und iiber [F5 dquivalent zu einer Matrix in Jordan Normalform.

Da alle Zeilen von A — I3 identisch und von 0 verschieden sind, ist in beiden
Fillen Rang(A — I3) = 1, und folglich ist dim Ker(A — I3) = 2 sowohl fiir R
als auch fiir [F5. Es folgt

1 00

A~10 1 0 iiber R
0 0 4
1 10

A~10 1 0 iiber '3
0 01

2. Wir verwenden Theorem 5 aus §5.2: ein Endomorphismus 7" € End(V) ist ge-
nau dann diagonalisierbar ist, wenn fiir alle A € o(7) gilt dim £\ = m,(7'), und
> reo(ry MA(T) = dim V. Hier ist m, (T') die algebraische Multiplizitdt von \ beziig-
lich T

1. = 2.: Angenommen 7’ ist diagonalisierbar, dann ist

V=P Exc p K.cV
)

Ao (T A€o (T)

wegen F\ C K, fir alle A € o(T") und insbesondere

dim(V) = Y dim(Ey) < ) dim(K,) < dim(V).

Aea(T) Ao (T)

Also ist dim(F)) = dim(K)) fir alle A\ € o(7") und somit £, = K, fiir alle
Aeao(T).

2. = 1.: Aus der Annahme folgt m,(7") = dim K, = dim F). Da chary(X) nach
Voraussetzung in Linearfaktoren zerfdllt, ist >, ) ma(T) = dim V, sprich

dim( @ E») = dim(V)

Aeo(T)

und also D, () Ex = V und somit ist 7" diagonalisierbar.
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3.

4.

Seien v, w € V' \ {0} und p, ¢ € N, sodass
" :((T—/\I)p_l(v),...,v),
Yo :((T—/\])q_l(w),...,w)7

und sei vorausgesetzt, dass (T — A\ )9 ' (w) # (T — M )P~ *(v). Angenommen, die
Aussage ist falsch, und v € y; N 7. Angenommen

uw= (T — X)*(v) = (T — \)'(w)
mit) < k < pund 0 <[ < ¢. Fiir alle r € N gilt folglich
(T — XD (v) = (T — M)"(u) = (T — X)) (w).

Insbesondere folgt aus der Minimalitit von p und ¢, dass (7" — A\I)"(u) # 0 genau
dann, wenn r < p — kbzw. r < ¢ — [ und also ist p — k = q — [. Es folgt

(T = AP~ (v) = (T = AP (w) = (T = A" w) = (T = M)""H(w),

im Widerspruch zur Voraussetzung.

a) Wir wissen, dass chary,, (X) = chary(X) in Linearfaktoren zerféllt. Nach Ko-
rollar 1 in §9.2 wissen wir, dass eine geordnete Basis B von K" existiert, sodass
[L 4] in Jordan Normalform ist. Insbesondere ist

A = [Lale, = [Ix~)5 [Lals[Ix~]E,
dhnlich zu einer Matrix in Jordan Normalform.

b) Wir verwenden die Notation aus Teilaufgabe a) Sei £ € N, dann schreiben wir

N, = (8 [’“0—1) € My, (K). Dann gilt J; x = Al + Ny und da Diagonalmatrizen

der Form o[}, mit allen Elementen in M, (K) kommutieren, gilt
Dy Ny = NipDy z,

wobei Dy, x» = M. Nach Wahl von B existieren \q, ..., A, € Ksowie ks, ..., k, €
N U {0}, sodass

Jen, 0 Diyay - 0 Np, -+ 0

[Lals=| = =1 & i+

0 R 0 S 0 - N

=D N

und es ist DN = N D, da das Produkt zweier Blockdiagonalmatrizen die Block-
diagonalmatrix mit den Produkten der entsprechenden Blocke auf der Diagonalen
ist.

Bitte wenden!



¢) Da C algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt jedes Polynom in C[X] in Linear-
faktoren. Insbesondere ist jede Matrix dhnlich zu einer Matrix in Jordan Normal-
form. Sei A = Q'JQ mit Q € Gl,(C) und J in Jordan Normalform. Man
beachte: A und A’ sind genau dann dhnlich, wenn J und JT hnlich sind, da
Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist. Es reicht also, zu zeigen dass J und J7
fiir J in Jordan Normalform #hnlich sind. Da J und J? Blockdiagonalmatrizen
mit Jordanblocken bzw. deren Transponierten auf der Diagonalen sind, reicht es,
den allgemeinen Fall zu zeigen: Seien A € Kund k£ € N, dann sind J » und J,Zj A
dhnlich. Falls £ = 1, dann ist nichts zu zeigen. Sei also k£ > 1. Sei &, die “umge-
kehrte” Standardbasis auf K, d.h. &, = (egy...,e1), wobei & = (eq,. .., ex)die
Standardbasis ist. Dann ist die Basiswechselmatrix ) = [[Kk]gi gegeben durch

0 --- 1
Q=1: . |=(ex]-le)
1 -0
Man berechnet
0 --- 1 )\
A0
Jia@ = o :QJ/Z,\
1 .
A .- 0 0

und folglich ist J;, , = Q_ljk, AQ wie behauptet. Fiir die Rechnung beachte man,
dass

(Jen@)ig =(Jin) o QY
B {()\eiT +el)enjy1 fallsl <i<k

el ex_ji1 sonst

B {Aai,k_ﬁl Fiipj1 falls1 <i<k

Aai,k—jﬂ sonst
sowie
(QJin)i =Q (Ji)Y

_ ef_i(Aej+ejpr) fallsl <j<k
ef i N€; sonst

- AOj—it1,j + Op—ip1j41 falls1 <j <k

B )\5k—z‘+1,j sonst

A1+ i falls 1 < g <k
AOi fo—jt1 sonst
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d)

und man iiberpriift, dass fir 1 < 5 < kaus? =k — jauch 1 <17 < £k folgt und
umgekehrt. Das beweist die Gleichheit.

Sei A € M,x,(C), dannist A = Q~1JQ fiir Q € G1,(C) und J € M,,,,,(C) in
Jordan Normalform.

Sei k € N, dann ist A* = (Q71JQ)* = Q~1J*Q, und folglich fiir beliebige
N eN

N N

N sk k k
YR e-e (L)
k=0 k=0 ) k=0

In der Analysis wurde gezeigt, dass die Folge Sy = Zg:o ‘i—’f konvergiert. An-
dererseits ist die Abbildung X € M,,,,,(C) — Q1 XQ stetig, da M,,»,,(C) ein
endlichdimensionaler C-Vektorraum und die Abbildung linear in X ist. Es folgt

N—oo

N
exp(A :hmZM—Q (hmZ )Q Q ' exp(J)Q.
k=

Schreibe J = D + N, wobei D eine Diagonalmatrix ist, und N eine strikte obere
Dreiecksmatrix ist, sodass DN = N D gilt. Wir finden

exp(J) =exp(D + N) = Z Z( )D’f-’Nl

k>0

-7 zk,z( Jori

k>0 ! k>0

wobei die Konvergenz des zweiten Summanden aus der Existenz von exp(D)
und exp(.J) folgt.

Beachte, dass fiir alle r, s, € NU {0} die Matrix D" N* eine obere Dreiecksma-
trix ist und dass aus DN = N D folgt
(DrNs>t — Drtht7

sodass D" N? fiir s > 1 nilpotent ist. Insbesondere ist D" N eine strikte obere
Dreiecksmatrix und somit auch % Zle (];) DFIN fiir jedes k > 0, wobei wir
hier die Konvention ) |, _, a;, = 0 verwenden. Also ist

exp(J) = exp(D) + M,

wobei M € M, (C) eine strikte obere Dreiecksmatrix ist. Fiir eine Diagonal-
matrix wissen wir

AN - 0 /\116 o0
D=z . ]=D=|: -
0 - A\, 0 --- )N
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a)

eM oo 0
=exp(D) = .
0 -.- e\
und folglich ist exp(J) eine obere Dreiecksmatrix und die Diagonaleintrige von

exp(.J) sind Exponentiale der Eigenwerte von .J (bzw. von A bzw. von D). Es
folgt wegen der Invarianz der Determinante und der Spur unter Ahnlichkeit

det(exp(A)) =det(exp(J)) = det(exp(D) + M) = H exp(D);;

n

:ﬁe[)“ = exp <§:Dn> = exp (Z(D + N)u)

=1

=exp (Z Jii> = exp(tr(J)) = exp(tr(4)).
Da 0 ¢ exp(C), folgt aus det(exp(A)) = exp(tr(A4)) # 0, dass exp(A) €
Gl,(C).

Sei A € M,,«,(K). Da nach Voraussetzung das charakteristische Polynom von
A und somit von L 4 in Linearfaktoren zerfillt, wissen wir, dass

K'= @ K.= P K
Aeo(La) A€o (A)
Des weiteren wissen wir, dass dim(K,) = my(La) = my(A) fur alle A € K gilt.
Wir wissen aus Theorem 5 und 7 in §9.2, dass L 4|k, eine Jordan Normalform
besitzt, d.h. es existiert eine Basis B, von K, sodass [L 4|k, |5, eine obere Drei-
ecksmatrix der Dimension my (L) X my(L 4) mit Diagonaleintrigen alle gleich
) ist. Insbesondere ist det(L 4|x,) = A™(F4) und weil K = Dico(r,) Ko eine
Zerlegung in L 4-invariante Unterrdume ist, folgt

det(A) = det(La) = H Aa(La) — H ATA(A)

La)

Ao (La) Aca(A)
Sei B = (po, . . ., pq) mit
pk—%Xk (0<k<d)
Dann ist
D(po) =0 und
D(px) :%Xk_l =pr—1 (k>0).

Insbesondere ist [D]|s = Jg+1,0 in jordan Normalform.

Siehe nachstes Blatt!



b) Um exp(D) zu bestimmen, reicht es exp([D]z) zu bestimmen. Aus obiger Rech-
nung folgt mittels Induktion, dass

0 falls > k
Dl(])k) = {

Pi—k  sonst
und folglich ist
0 Igi1-
oo d+1-1 <l1<d).
D= (g "y) astsa)
Es folgt
11 3 %
d 170 I 0 1 L. (d—1)!
_ dyi-1\ _ | . . . . )
exp([D]B)_]d+1+Zﬁ<o 0 )_ : . . . : )
=1 0 0 1 1
0 0 0 1
d.h.
0 falls k > [
exp([D]p)m = 1
—pi  sonst
Andererseits ist
po(X + 1) =po
L1/
X+D)=—X+1D'=) = Xk
P 1) = (X 1) zl,(k)

und folglich gilt fiir Abbildung 7" gegeben durch 7'(p(X)) = p(X + 1), dass
[T]s = exp([Dpg])-

Andererseits ist die Abbildung End(FP,(R)) — Mgi1xa+1(R), S +— [S]5 ein En-
domorphismus auf einem endlichdimensionalen R-Vektorraum, und insbesonde-
re stetig. Da fiir alle N € N gilt

folgt aus der Stetigkeit
lexp(D)]s = exp([Dls) = [T

und somit exp(D) = T wegen Injektivitit von [-]5.
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¢) Wegen vorangehender Diskussion wissen wir, dass fiir die Basis B gilt char, (X) =
(1 — X)%*! und somit wissen wir, dass T iiber R eine Jordan Normalform R
besitzt. In der Ausfgabenstellung wird vorweggenommen, dass ein Zyklus zu ei-
nem Eigenvektor existiert, der ganz P;(IR) erzeugt, und dass dieser Eigenvektor
bis auf skalare Vielfache eindeutig ist.

Wir behaupten, dass die folgende Basis die gewiinschte Eigenschaft hat:

1
ar(X) = k—H(X—l) 0 <k <d),
=0

wobei wir uns an die Konvention [[,., a; = 1 halten.

Sei k& > 0. Man berechnet fiir n € N

- 4ffe-()

Es gilt insbesondere

a0 = ("7 ) = (1) + (")) = ml + o

sodass fiir alle n € N gilt

T(gr)(n) = qx(n) + qr—1(n),

und da zwei Polynome, die an unendlich vielen Stellen iibereinstimmen, iden-
tisch sein miissen, folgt

T(qr) = qr + qr—1-
Fir £ = 0 ist gy = 1 und somit 7'(qx) = g, wWie gewiinscht.

6. Da A in M, ,(C) liegt, und da iiber C jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt,
besitzt A iiber C eine Jordan Normalform A = Q~'JQ mit J in Jordan Normalform
und @ € Gl,(C).

Sei m wie in der Aufgabenstellung, dann gilt
L,=A"=(Q7'JQ)" =Q7'J"Q

und folglich ist J™ = I,,. Es reicht also zu zeigen, dass jeder Jordanblock endlicher
Ordnung Dimension 1 x 1 besitzt. Angenommen, der Jordanblock Jj, , habe endliche
Ordnung m € N, d.h. J,?f)\ = I, und es sei £ > 1. Man beachte fiir das Folgende,
dass X" = det(J,x)"™ = det(.J;"y) = 1 und somit A # 0 ist. Schreibe

Jex = Dy + Ni,
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mit D]Q,\ = )\[k und Nk = (8 Iko_l ) Dann ist

Iy=J =D+ ) (7) D" IN' = XTI+ ) <77) AN,
=1 =1

Man berechnet
1 (0 Iy
Ny = <O 0

und somit sind die Matrizen N, ..., N ,f_l paarweise verschieden und linear unab-
hiéingig und fiir [ > k ist N, = 0, wie in §5.4, Proposition 3 gezeigt wurde. Da
(YA £ 0 gilt, ist also

k-1

0= zm: (Tln’) /\m—lNl _ Z (77;) )\m—lNl’
=1

=1

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von Ny, ..., Nj_;. Es folgt, dass k£ = 1
sein muss.

Dies beweist, dass jeder Jordanblock endlicher Ordnung maximal die Dimension 1 x 1
besitzt und da die (existierende) Jordan Normalform einer Matrix endlicher Ordnung
tiber C nur Jordanblocke endlicher Ordnung enthilt, ist die Jordan Normalform eine
Diagonalmatrix und somit ist die urspriingliche Matrix (also die Matrix A) diagonali-
sierbar.



