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1.

Losung 14:
Tensorprodukte

a) Wir zeigen zuerst, dass das Paar (V/U, p) die universelle Eigenschaft besitzt. Da

wir die allgemeinere Aussage in Teil b) brauchen werden, beginnen wir damit zu
zeigen, dass das Paar (V/U, p) die Eigenschaft aus Teil b) erfiillt, d.h. dass fiir
alle ¢ € Hom(V, W) mit U C Kerp genau ein o € Hom(V /U, W) existiert,
sodass das folgende Diagramm kommutiert:

VLW

| A

V/U

Wir definieren i punktweise, indem wir
Po+U)=p) (Ww+UeV/U)

setzen. Wir miissen zeigen, dass das von der Wahl des Reprisentanten v der Ne-
benklasse v + U unabhingig und % somit tatsdchlich wohldefiniert ist. Seien
v,v" € V,sodass v + U = v' + U. Per definitionem existiert also ein u € U,
sodass v" = v + u und es folgt unter Verwendung der Linearitét von ¢, dass

p(v') = o(v+u) = pv) + p(u) = (v),

da U C Keryp ist. Somit ist p wohldefiniert. Die Abbildung @ ist linear, denn fiir
alle v,v € V und fiir alle A € K gilt nach Definition der Vektorraumstruktur auf
V/U, dass

P((v+U)+ Mo+ 0)) =p((v+ o) +U)
=p(v + A0) = @(v) + Ap(0)
=p(v+U)+ Xp(v+ U).

Bitte wenden!



Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen. Sei also 1) € Hom(V/U, W), sodass

VLW

| A

V/U
kommutiert, d.h. E o p = . Dann gilt fir allev + U € V/U, dass
V(v +U) =v(pv)) = (op)(v) =) =5+U)

und somit ¢» = 3. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

Um die universelle Eigenschaft fiir (V/U, p) zu beweisen, miissen wir noch zei-
gen, dass im Falle U = Kery die Abbildung  injektiv ist. Sei also v+U € Kerp,
dann ist 0 = B(v + U) = ¢(v) und folglich v € Kery. Wegen Kerp = U folgt
also v € U und somit v + U = U, bzw. v + U = Oyy. Insbesondere folgt
Kerp = {Oy,y} und somit ist @ injektiv.

Sei nun gegeben irgendein anderer Vektorraum V iiber K zusammen mit einem
Homomorphismus 7 : V' — f/, sodass das Paar (f/, 7) die universelle Eigen-
schaft besitzt. Wir wissen aus der Linearen Algebra I, dass Kerp = U gilt. Also
erhalten wir das folgende kommutierende Diagramm:

V—%V/U

L4

Vv

Wir behaupten, dass daraus folgt, dass U = Kern. Sei v € Kerm, dann ist

p(v) = p(r(v)) =p(0) =0

und folglich ist v € Kerp = U. Insbesondere ist also Kerm C U. Sei andererseits
v € U, dann ist

0= p(v) = p(n(v))
und weil p injektiv ist, folgt 7(v) = 0. Insbesondere ist also U C Kern. Beides
zusammen beweist U = Kerr.

Aufgrund der universellen Eigenschaft von (V/U, p) erhalten wir das folgende
kommutierende Diagramm:

Siehe nichstes Blatt!



denn nach Konstruktion ist
p=por=po(Top)=(poT)op.

Da die Komposition zweier injektiver Abbildungen injektiv ist, ist pow : V/U —
V/U ein injektiver Homomorphismus, sodass

Vv—LsVv/U
| L
pom
V/U

kommutiert. Die Abbildung p o 7 ist durch dieses Diagramm aufgrund der uni-
versellen Eigenschaft fiir (V/U, p) eindeutig bestimmt. Andererseits kommutiert
auch das Diagramm

Vv —L-v/Uu
p
| A
VU
und wegen der Eindeutigkeit folgt also po 7™ = Iy y.

Analog folgt aus
r—Top=To(por) = (Fopom,
dass das folgende Diagramm kommutiert:

v

N
Ve VU ST
\_/

TOop

und somit ist analog 7™ o p = ;. Somit besitzt p sowohl eine Rechts- als auch
eine Linksinverse und ist also ein Isomorphismus.

Bemerkung: Der Isomorphismus 1) : V — V/U ist durch die Forderung, dass

das Diagramm
X

V/U

1%

V ¥

kommutiert, eindeutig bestimmt.

Bitte wenden!



b) Wir wissen bereits aus Teilaufgabe a), dass die Aussage fiir das Paar (V/U, p)
gilt. Sei also ¢ : V' — W ein Homomorphismus, sodass U C Kerp gilt. Sei
@ : V/U — W der nach unserer Losung von Teilaufgabe a) eindeutige Homo-
morphismus, sodass das folgende Diagramm kommutiert

VW

| A

V/U

Seivp: V — V/U der eindeutige Isomorphismus mit ¢ o 7 = p. Insbesondere
kommutiert das folgende Diagramm:

Dies beweist die Existenz einer Abbildung ® = o : V — W, mit der
Eigenschaft ¢ = ® o 7. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ eindeutig bestimmt ist. Sei
UV — W eine weitere Abbildung mit der gewiinschten Eigenschaft. Dann
kommutiert das folgende Diagramm

Woyp~1
und wegen der Eindeutigkeit aus Teilaufgabe a) folgt ¥ o ¢)~! = 3, und folglich

gilt
V=poy=0>o.

2. Um die Darstellungsmatrix zu bestimmen, bendtigen wir eine Ordnung der Basisele-
mente. Wir definieren sie durch

und schreiben im Folgenden F3(;_1)4; = E; ; sowie

B:(Fl,...,Fg).

Siehe nachstes Blatt!



3.

Nach Definition ist

0 fallsi = j

es fallsi =1,5 =2
—ey fallsi=1,7=3
B(E; ;) = P ox(e,e;) =Pei,e;) =e xej =13 —eg fallsi=2,7=1
e1 fallsi = 2,5 =3
€ falls: =3,5 =1
—ep fallsi=3,5=2

und folglich ist

o O O
O O =
O = O
o O

o O O

a) Definiere 5 : W x K — W durch »/(w,\) = Aw. Aufgrund der Vektorrau-

maxiome ist s bilinear. Wir zeigen, dass (W, s) die universelle Eigenschaft
eines Tensorprodukts von W mit K erfiillt.

UE: Sei U ein K-Vektorraum und sei 5 : W x K — U bilinear. Dann existiert
eine eindeutige Abbildung 3 : W — U, sodass das folgende Diagramm kommu-
tiert:

Wx K2 U

o7

W

Sei also 3 gegeben. Wir definieren 3 : W — U durch

flw) = Blw, 1) (weW).

(3 ist insbesondere linear im ersten Argument und folglich ist /3 linear. Fiir w € W
und A\ € K gilt aufgrund der Bilinearitit von 3

5(14/(“)7 /\)) = /B(Aw> = B(va 1) = )‘B(w7 1) = /B(wv )‘)

Dies zeigt, dass 3 existiert, sodass das oben skizzierte Diagramm kommutiert.
Es bleibt zu zeigen, dass [ eindeutig bestimmt ist. Sei 7y : W — U eine lineare
Abblidung, sodass 5 = ~ o s gilt. Es folgt

Yw) =70 (w,1)) = Bw,1) = Bw) (we W)

und folglich v = 3. Das beweist die Eindeutigkeit.

Bitte wenden!



b) Im Folgenden ist <’ : Vi x W — W ® V] die bilineare Abbildung gegeben durch

(v,w)—»wv (veV,weW).

Wir zeigen, dass das Paar (W ® V], 5¢) die universelle Eigenschaft erfiillt. Sei
U ein Vektorraum und sei 8 : V3 x W — U bilinear. Definiere 5’ : W x V} —
U durch f'(w,v) = B(v,w). B ist bilinear und folglich existiert genau eine

Abbildung 5" : W ® V; — U, sodass

Bv,w) = '(w,v) = B'(w @)
und somit ist F eine durch /3 vollstindig bestimmte Abbildung W ® Vi — U,

sodass das folgende Diagramm kommutiert:

Vix Wil U

| 4

WeW

Also ist W ® V; (zusammen mit der Abbildung »’) ein Tensorprodukt von V;
und W und somit eindeutig isomorph zu V; ® W.

Seien n = dim V; und m = dim IW. Nach Teilaufgabe b) kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass n < m gilt. Seien B = {vy,...,v,} und C = {wy,...,wy,}
Basen von V; und W, dann ist die Menge

{v;@w; |1<i<n,1<j<m}

eine Basis von V] @ W.
Gegeben ein beliebiges Element v € V; ® W, so konnen wir Skalare a;; € K

finden, sodass
n m
u = E E Q50; X wj

i=1 j=1
gilt. Es folgt wegen der Bilinearitit der Abbildung (v, w) — v ® w, dass
1 \j=1 j=1

= j= i=1

und da fiir alle 1 < ¢ < n das Element v; ® ( Z;nzl aijwj) ein reiner Tensor ist,
folgt die Behauptung.

Siehe nachstes Blatt!



d) Wir definieren den Homomorphismus Bil(Vl X V2,_W) — Hom (V) ®@ Vo, W) wie
in der Vorlesung skizziert durch 5 +— [, wobei 8 durch die universelle Eigen-
schaft bestimmt ist, d.h. das Diagramm

Vi x Vo 5w
| 4
Vi®V,
kommutiert.

* Die Abbildung 3 3 ist linear. Seien B, Ba = Vi x Vo — W bilinear und sei
A € K. Firv; € V; gilt

E(’Ul X Ug) + )\E(Ul X 1}2) :51(1)1, ’UQ) -+ )\ﬂg(’vl, ’Ug)
=(B1 + AB2)(v1, v2)
=1 + AB2(v1 ® v2)

und weil die lineare Abbildung 3; + A\fy durch ihre Werte auf den reinen
Tensoren eindeutig bestimmt ist, folgt also

Bi+ AB2 = B + AP

Dies zeigt die Linearitit.

+ Die Abbildung 3 + f3 ist surjektiv. Sei 7' € Hom(V; ® V,, W) linear. Defi-
niere Br : Vi X Vo — W durch

Br(vi,ve) =T(v @vg)  (v; € V).

Fir v;, v, € V; und A € K gelten aufgrund der Bilinearitit der Abbildung
(v1,v2) = V1 ® vy

Br(vy + v}, v2) =T ((vy +v}) @) = T(v1 @ vg + V] @ 2)
T(v; ® vg) + T(vl ® vg) = Br(vi,v2) + BT(U17U2)
T U1 (UQ + UQ)) T(Ul R U+ v ® ’02)

(
(
(
T(v1 ® va) + T(v1 ® vy) = Br(vi, va) + Br(vi,vy)
(
(01

Br(vi, va + v3)

ﬂT<)\U1, Ug) T ()\U1> X Ug) T()\’Ul & Ug) = )\T(Ul & Uz) = )\ﬁT(Ul, ’02)

57“(111, )\UQ) =T ()\UQ) ()\Ul & ’02) = )\T(U1 (024 UQ) = )\ﬁT(Ul, UQ).

Also ist S bilinear. Da (per definitionem) gilt S (vy,v2) = T'(v; ® vy) fiir
alle v; € V;, folgt aus der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft, dass
T = Br und somit ist 7" im Bild der Abbildung enthalten. Da 7 beliebig war,
ist 3 — B also surjektiv.

Bitte wenden!



* Die Abbildung 3 B ist injektiv. Angenommen 3 € Bil(V; x V2, W) und
£ = 0, dann verschwindet 3 insbesondere auf den reinen Tensoren und folg-
lich ist fiir alle v; € V;

B(vr,v2) = B(v; @ va) =0
und somit 5 = 0.

All dies zusammen zeigt, dass 3 — 3 ein Isomorphismus von Bil(V; x V5, W)
nach Hom(V; ® V5, W) ist.

Fiir den zweiten Isomorphismus benotigen wir das Tensorprodukt nicht. Gegeben
g € Bil(V; x Vo, W) und vy € V4, definiere (3, : Vo — W durch

Buy (v2) = Blv1,v2)  (v2 € Va).

* Da S bilinear ist, gilt fiir jedes v; € V; sowie vy, v € Vo, A € K

/6111 (UQ + /\Ué) :5(,017 vg + AU;) = /B(Ub UZ) + AB(UM U;)
:Bvl (UQ) + /\51)1 (Ué)

Also ist 3,, € Hom(V3, W) und da v; € V; beliebig war, ist die Abbil-
dung Bil(Vy x Vo, W) — Hom(Vi, Hom(Va, W)), 8+ (v1 = B,,) wohl-
definiert. Im Folgenden schreiben wir 3 fiir die Abbildung v; — f,,, wenn
g € Bil(Vy x Vo, W) ist.

« Die Abbildung 3 — J3 ist linear. Seien vy, v] € V1 und sei p € K. Fiir alle
Vg € ‘/2 gllt

~

B(vr + p1)(v2) =By (v2) = Bvr + pv), v2)
=B(v1,v2) + puB(vy, v2) = By, (v2) + pBuy (v2)
=(B(v) + pB})) (va)

und da vy € V5 beliebig war, folgt also
Blor + poy) = Blvr) + pB(v)),

und also ist B linear.

« Die Abbildung 3 — f3 ist surjektiv. Sei T € Hom(V;, Hom(Vs, W)), und
definiere 57 : Vi x Vo — W durch

Br(vi,v2) = T(v)(v2) (v; € V).

Seien v;, v, € V;, A € K. Dann gelten aufgrund der Linearitit von 7" sowie
der Linearitit von T'(v) fiir alle v € V)

Br(v1 4+ M, vg) =T (v + Avy)(v2)

Siehe nichstes Blatt!



e)

=T'(v1)(v2) + AT'(v))(v2)
=01 (v1,v2) + ABr(v], v2)
Br(vi, v + Avy) =T (v1)(ve + Avy)
=T'(v1)(va) + AT (v1)(v3)
=Br(v1,v2) + ABr(vi, vh).

Also ist die Abbildung St in der ersten und in der zweiten Komponente linear,
sprich bilinear. Es gilt fiir alle v; € V;

Br(v1)(va) = Br(v1, vs) = T(v1)(v2)

und somit ist B; = T. Dies zeigt, dass 7" im Bild der Abbildung 3 B liegt,
und somit ist die Abbildung surjektiv.

* Die Abbildung § 3 ist injektiv. Sei 8 € Bil(V] x Vo, W) im Kern, d.h.
B = 0. Dann ist per definitionem

N

Bvr,vz) = Bur)(v2) =0 (v € V)
und folglich g = 0.

All dies zusammen zeigt, dass § — B ein Isomorphismus von Bil(V] x V, W)
nach Hom(V;, Hom(V,, W)) ist.

Definiere eine bilineare Abbildung 7 : (V; @ Vo) x W — V; ® (Vo ® W) durch

<ivi ®’17i,w) — ivi ® (0; @ w).

i=1 i=1

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir alle w € W ist die Abbildung
VixVo=V@ (VW) (v,7) 1 (0ew)

wohldefiniert und bilinear, sodass genau eine lineare Abbildung

Y V1@Va = Vi@ (Voo W)
existiert, sodass fiir alle reinen Tensoren v ® v € Vi ® V5 gilt:

Pu(V1 ® v9) = 11 ® (Vg ® w).

Seinun 5 : (Vi@ Vo) x W — U ei_ne bilineare Abbildung. Wir zeigen, dass
eine eindeutig bestimmte Abbildung /3 existiert, sodass das folgende Diagramm
kommutiert:

(Vi@ Va) x W

Bitte wenden!



was aufgrund der Eindeutigkeit des Tensorprodukts den gewiinschten Isomor-
phismus (eindeutig) liefert. Sei v € V1, und definiere eine Abbildung 3, : V5 X
W — U durch

By(0,w) = Blv @D, w) (0 € Vo, w € W).

Die Abbildung f, ist bilinear, da die Abbildung /5 bilinear und die Abbildung
¥ — v ® v linear ist. Insbesondere existiert also genau eine Abbildung 3, sodass
das folgende Diagramm kommutiert:

w

7

Nun ist wiederum die Abbildung V; x (Vo ® W) — U, gegeben durch

Va

Vs

(v,2) = By(x) (WeEVL,zEVL@W)

bilinear, denn sie ist per definitionem linear in x und fiir alle v, v, € V}, A € K
sowie fiirallex = Y " | 9; ® w; € Vo ® W gilt nach Konstruktion

Borires () = Zj;ﬁmm (0 ® w;)
_ 25 (511
- i B((v1 + Avg) @ By, w;)
- i Bvr ® T; + Avg @ B, w;)
P
_ Zi; {,6(1)1 ® U3, w;) + AB(v2 ® T, wz‘)}
_ ; B @) - My (51,0}
_ 2 (Bt w) + X5 0 w) )

= { B + MBo) (@ 0 w) |
=(Buy + NB) (@)

Siehe nachstes Blatt!



Insbesondere existiert also eine eindeutig bestimmte Abbildung 3 : V; @ (Vo ®
W) — U, sodass

Bv@z)=PB(2) (weV,zeV,@W).

Firv, € Vi, v, € Voundw € W gilt

n

5(2%‘ ® @z‘,w) ZZ/B(UZ‘ ® U, w) = Zﬁvi(@uw)
i—1 i—1

=1

:iﬁj(@i ®w) = iﬁ(vi ® (0; ® w))
:B<ivi ® (0; ®w)>
:BOT<§%®1~)¢,U}>

und es ist also 3 = 5 o 7. (3 ist durch 3 und 7 vollstindig bestimmt, und somit
ist (V3 ® (Vo ® W), 7) ein Tensorprodukt von V; ® V5 und W. Damit folgt die
Behauptung wegen Eindeutigkeit des Tensorprodukts.

f) Wir definieren die Abbildung 5 : V}* x W — Hom(V, W) wie in der Aufgaben-
stellung durch B(f, w)(v) = f(v)w.

* Die Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir alle f € V;*, w € W undv € V}
gilt f(v) € K und folglich f(v)w € W, sowie auch fiir v1,v2 € V; und
A € K aufgrund der Linearitit von f gilt

B(f,w)(v1 + Avg) =f(v1 + Avg)w = (f(v1) + Af(ve))w
=f(v)w + A(f(v2)w) = B(f,w)(v1) + AB(f, w)(va).

Also ist 5(f,w) € Hom(V, W).
* Die Abbildung f ist bilinear:

B+ Afa,w1)(v) =(f1 + Af2)(v)wn
=(f1(v) + Af2(v))wr
=fi(v)wy + Afa(v)wy
=B(f1, w1)(v) + AB(f2, w1)(v)
B(f1, w1 + Aws)(v) =f1(v) (w1 + Awy)
=fi(v)wy + Afi(v)we
=B(f1,w1)(v) + AB(f1, w2)(v)

Bitte wenden!



fur alle fi, fo € V*, wy,ws € W, A € K und beliebiges v € V. Also gelten

B(f1+ Mfz,wr) =B(f1,w1) + AB(fa, w1),
B(fi,wr + Awa) =B(f1,w1) + AB(f1, w2).
Folglich ist 3 bilinear.

Unter Verwendung der universellen Eigenschaft von V;* ® W existiert also genau
eine Abbildung 5 : V" @ W — Hom(V, W), sodass das folgende Diagramm
kommutiert

Vi x W —2 Hom(Vy, W)
N5
VoW
bzw. sodass B(f ® w)(v) = f(v)w.

Wir miissen zeigen, dass 3 injektiv ist. Sei Yo fiow; € Kerf3. Wihle eine
Basis {g1,...,9n, } von span{fi,..., f} bestehend aus n; Elementen, sowie
eine Basis {wy,...,wp,} von span{wy,...,w,,} bestehend aus n, Elementen
und schreibe

ny n2

m n2
Zfi@wizzzaijgi@)wj :Zgj @ wy,
i=1 j=1

i=1 j=1

wobei g; = Y ', a;;9; € Vi*. Nach Voraussetzung ist

B(igj @ w; ) (v) = igj(v)wj -0

fiiralle v € V, und somit gilt aufgrund der linearen Unabhingigkeit der {wy, . .., wp, },
dass fiir alle v € V;* gilt g;(v) = 0. Insbesondere ist also §; = 0 und folglich

no m
0= Z§j®wj = Zfi®wi-
j=1 i=1

Insbesondere ist also Kerj3 = {0}.

Bemerkung: Falls V, W endlichdimensional sind, folgt aus Dimensionsgriinden
Hom(V, W) = V* ® W und insbesondere End(V) = V*® V.

4. Sei (ap)i<ki<n € Muxn(K) die Basiswechselmatrix Q = [Iy]5 von B- zu B'-
Koordinaten. Dann gilt

n n n n n
t= aij< akivk) (9 ( aljvl> = < akiaijalj>vk & ;.
1,j=1 k=1 =1 kil=1 ij=1

Siehe nichstes Blatt!



S.

Da die Menge {v; ® v; | 1 <4,j < n} eine Basis von V ® V ist, folgt also

Qg = Z Qi QA = (QBQT)M

ij=1

und folglich ist A = QBQ™.

a) Da V ® C ein reeller Vektorraum ist, ist eine additive Struktur auf V' ® C bereits

definiert. Wir miissen also nur eine skalare Multiplikation von C auf V @ C
definieren, und zeigen, dass diese die Vektorraumaxiome 5 bis 8 erfiillt.

Fiir s,z € Cundv € V sei
Z(v®s) =v® (28).

Wir behaupten, dass diese skalare Aktion von C auf V' ® C eine Vektorraum-
struktur definiert. Hierfiir definieren wir sie nochmals sauber, unter Verwendung
der universellen Eigenschaft.

Sei z € C beliebig. Wir definieren eine Abbildung z : V x C — V ® C durch
2(v,s) = v ® (zs). Diese Abbildung ist sicherlich bilinear, folglich existiert eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung z : V ® C — V ® C, sodass z(v ® s) =
v ® (zs). Dies zeigt, dass die oben definierte Abbildung tatsidchlich wohldefiniert
und linear ist. Letzteres bedeutet insbesondere, dass

z(ug + ug) = z(uy) + z(usg)

und somit Vektorraumaxiom 7 erfiillt ist.

Da fir z = 1 gilt z2(v ® s) = v ® (2s) = v ® s und weil die Multiplikation
durch das Tensorprodukt eindeutig bestimmt ist, gilt 1(z ® s) = idygc(z ® s),
wie durch Vektorraumaxiom 5 gefordert.

Wir haben in Aufgabe 3.d) gezeigt, dass die Abbildung 3 ~— £ linear ist, was
angewandt auf unseren Fall zeigt, dass (21 + 22)(u) = z1(v) + 22(u) fiir alle

u € V ® C und fiir alle 21, 2z, € C gilt. Insbesondere gilt also Vektorraumaxiom
8.

Schliesslich gilt fiir z1, zo € C, dass
(2129)(V® 8) =V ® (2122)s =V ® 21(225) = 21(V ® 228) = z1(22(v ® 5))

und somit gilt Vektorraumaxiom 6, aufgrund der Eindeutigkeit.

Insbesondere ist V' ® C zusammen mit der Aktion von C ein C-Vektorraum.
Wegen der Linearitét gilt

Bitte wenden!



b)

¢)

d)

Wir definieren 7 : V' — V ® C durch i(v) = v ® 1. Seien vy, v, € V und A € R,
dann ist

’i(l)l —+ )\112) = (1)1 + /\’UQ) (029 1= V1 & 1 + /\112 X 1= Z'(Ul) + )\Z(Ug)

Somit ist 2 ein Homomorphismus zwischen R-Vektorrdumen. Die Abbildung ist
injektiv und also eine Einbettung. Dies sieht man wie folgt: Falls v € Ker(V)
ist, dann ist 0 = i(v) ® 1. Da 1l € C # 0 ist, folgt aus 0 = i(v) = v ® 1, dass
v = 0, wie in der Vorlesung gezeigt wurde. Insbesondere ist ¢ also injektiv und
somit eine Einbettung.

Sei V., =span{v® 1| v € V}undsei V; = span{v ®1i | v € V'}. Wir wissen
aus der vorangehenden Aufgabe, dass V. ein R-Unterraum von V ® C ist. Analog
zeigt man, dass V; ein R-Unterraum ist.

Wir zeigen, dass V., N'V; = {0}. Sei u € V, N'V;. Aufgrund der Bilinearitit der
Abbildung (v, s) — v ® s wissen wir, dass sich jedes Element u € V. von der
Form v ® 1 schreiben ldsst fiir ein v € V' und analog istu = w®ifireinw € V.
Dav®1=w®i,istalsov® 1 —w ®1 ein reiner Tensor, da die 0 € V ® C sich
immer als reiner Tensor schreiben lédsst. Da 1 und i in C linear unabhéngig sind
iiber R, folgt aus Proposition 6 in §10.1, dass v und w linear abhéngig sind. Sei
also A € R, sodass w = Av, dann folgt

0=v®1l-—wi=v(1-A)=(1-X)(vel),
und weil 1 — A\i € C* ist, folgt also v ® 1 = 0. Esistalso V., N'V; = {0}.

Um zu zeigen, dass V. & V; = V ® C ist, reicht es zu zeigen, dass V,. @ V; ein
Erzeugendensystem von V' ® C enthilt. Tatsdchlich enthilt V,. @ V; alle reinen
Tensoren, denn fiir v € V und s € C gilt

v® s =v® (Re(s) +ilm(s))
=Re(s)(v® 1) + Im(s)(v ®1)
=(Re(s)v) @ 1 + (Im(s)v) @i €V, + Vj
und da die reinen Tensoren V' ® C erzeugen, folgt die Behauptung.
Definiere Tg; : V x C — W ® C durch
Tei(v,s) =T(w)®s (veV,seC).

Diese Abbildung ist sicherlich bilinear, und folglich existiert genau eine lineare
Abbildung 7t : V@ C — W ® C, sodass T (v ® s) = T (v, s). Das heisst, das
folgende Diagramm kommutiert:

Tgi

VxC—WgxC

|

VeC

Siehe nachstes Blatt!



Es gilt
Tecoi(v) =Tec(v@ 1) =TW)@1=i0oT(w) (veV)

wie gewiinscht.



