D-MATH Lineare Algebra I1
Dr. Meike Akveld

1.

Losung 15:

Repetitionsserie

a) Wir zeigen die gewiinschten Eigenschaften:

I. Esist d(j

p ] {
1<i<j<n 1<z<g<n

2. Esist

FS 2017

(roo)= ] 7(0(4) —7(o (@) _ 11 7(0(5)) — 7(c (i) o(j) — g(i)

1<i<i<n J—1 1<i<j<n o(j) —o(i) J—1
_ 7(0(j)) = 7(c(2)) o(j) —o(i)
- (1<g<n o(j) —o(i) ) (1<g<n J—t )
(o 7(0(j) = 7(c(2))
~=) (H o) = () >
und es reicht also zu zeigen, dass fiir alle 7,0 € S,, die Gleichung
7(co(j)) — 7(o(i))
0= 1 =56
gilt.
Hierfiir bemerken wir, dass fiiralle 1 < k£ <[ < n gilt
r(k) — (1) _ 7(l) = (k)
k—1 l—k
Die Abbildung {(i,j) | 1 < i < j < n} = {(c(i),0(j)) | 1 < i <

|
j < n} gegeben durch (i,7) — ( (i ) o(7)) ist sicherlich injektiv, denn
(0(i),0(j)) = (o(k),o(l)) impliziert (i) = o(k) und o(j) = o(l) und
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folglich ¢ = kund 57 = [, da o injektiv ist. Seien 1 < k < [ < n, dann ist ge-
nau eines der Tupel (k,[) oder (I, k) im Bild der Abbildung enthalten. Seien
namlich 1 < 4,j < n miti # j die eindeutigen Elemente, sodass o(i) = k
und o(j) = [, dann ist (k,[) genau dann im Bild enthalten, wenn i < j, bzw.
(I, k) genau dann im Bild enthalten, wenn j < ¢ gilt. Insbesondere ist also

11 T(G(Z)) — (i) _ 11 7(4) — 7(0)

tootpisicieny O — () (Gph<icj<ny "

und somit folgt die Behauptung.
3. Wir beweisen dies mittels Induktion iiber n. Falls n = 2 ist, dann ist

1-2
= — = —1

da7(1) =2, 7(2) = 1 die einzige Transposition auf der Menge {1, 2} ist.

Sei die Aussage also wahr fiir Transpositionen auf der Menge S,, und sei

T € Sp41 eine Transposition. Falls 7(n + 1) = n + 1, dann gilt

5(7_) _ H T(]) _T(i)

1<is<ny )T
- .
:( I M)(H H>:_L
1<i<j<n J 1<i<n

—~ NV

:5(7_‘{1 AAAAA n}) =1

,,,,,

Sei nun also 7(n + 1) = i fiirein 1 < < n. Dann ist

i—7(k) (1) — 7(k)
5<T>:<H m)( 1 W)

1<k<n 1<k<I<n
B H i—7(k) H T(l) —n+1 H n+1—r7(k)
N n+l—k , l—i o i—k
1<k<n 1 <LK e e’ 1 <E <l e’
=ntlol —ntl—k
il — i—k
t—n+1 H i—k H n+1—k H n+1—k
n+1—1 n+l1—Fk)\ . i—k o i—k
1<k<n i<k<n 1<k<t
k#i
_z’—n—l—l_
n+l1—4

T()—7(k)

1~ — lausser

wobei wir verwendet haben, dass fiir 1 < k£ < < n gilt
genau eines der k oder [ ist gleich .
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4. Falls n = 1, dann ist per definitionem

(o) = H o(j) — o) (o €S)

) — ¢
1<i<j<1 J

ein Produkt iiber die leere Menge, und somit £(5,,) = {1}. Sei also n >
2. Wir zeigen, dass sich jedes Element in S, \ {id} als Komposition von
Transpositionen schreiben Iésst.

Sei o € S, dann ist D(0) = {i | (i) # i} die Menge der nicht-Fixpunkte
von o und N (o) = |D(0)| die Kardinalitit dieser Menge. Beachte, dass o #
id = N(o) > 2,denn fiiri € D(o) gilt 0(i) € D(0) wegen der Injektivitiit
von o. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber N (o). Falls N (o) =
2 ist, dann ist o eine Transposition und wir sind fertig.

Sei also m € N und es gelte, dass sich jedes Element o’ € .S,, mit N(¢’') < m
als Komposition von Transpositionen schreiben lésst. Sei o € .S, mit N (o) <
m + lund seii € D(o). Sei j = o(i). Definiere eine Transposition

¢ fallsk =3
T(k)=<j fallsk =1
k sonst

Es gilt N(7 0 0) < N(o). Sei ndmlich k ¢ D(c), dann ist 7 o o(k) = 7(k)
und da i € D(o) und somit j = o(i) € D(0), ist k ¢ {i,7} und folglich
7(k) = k. Insbesondere also 7 o o(k) = k und somit ist D(7 o o) C D(0)
(da wie eben gezeigt D(0)¢ C D(7 o 0)). Andererseits ist i € D(o), aber

rooli) =r(j) =i

nach Definition. Alsoisti ¢ D(7o0c) und folglich D(ro0) # D(o). Es folgt
also N(7o0) < m und folglich lésst sich 7 o o als Produkt von Transpositio-
nen schreiben. Da die Inverse einer Transposition wieder die Transposition
ist, ldsst sich folglich o als Produkt von Transpositionen schreiben. Die Aus-
sage folgt nun aus dem Induktionsaxiom.

Aus 2. folgt nun die Behauptung.

b) Wir zeigen, dass die Formel auf der rechten Seite die definierenden Eigenschaften
der Determinante besitzt.

» Zuerst bemerken wir, dass fiir A = I, gilt
Ala(l)Ana(n) 7é0<:>V]- SZSTLO'(Z) =1

und wegen Eigenschaft 1 folgt also fiir A = [,, dass

Z ‘5(0)1410(1) to Ana(n) =L

O'ESn
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* Wir zeigen die Multilinearitit. Sei A" = (A};) € M,x,(K) eine weitere
Matrix und es gelte firein 1 < j < nundein 1 < i < n, dass A;l =
Ay + ABj firallel <! < nundein A € K, dh. A" ist aus A entstanden
durch Addition des A-fachen der Zeile B(;) zur Zeile A(]-). Dann ist

Zg(U)Alla(l) T lna(n)

oESy
=) e(0)Aioqy - (Ajoi) + ABjo(j)  ** Anatn
O'ESn
= E(U)Ala(l) T Ana(n)
g€Sn
+A D e(0) Aoy Bio) -+ Anon)-
O'ESn

Dies zeigt die Multilinearitit.

* Wir zeigen, dass die Formel alternierend ist. Es sei Ay = Ay und 7 € 5,
die Transposition gegeben durch 7(i) = j und 7(j) = i fiir i < j. Dann gilt

Z £(0)A1o1) * Anon) = Z (00 T)A1o(r1)) - Aio(r(i)) - Aio(r(j)) * * * Ano(r(n))
O’ESn O’GSn
= Z e(0oT) Aoty - Aioj) -+ Aio) "+ Ano(n)
gESy

==Y (@) Ao Aio() - Aio(g) - Anotm)

O'ESTL

wegen Eigenschaft 3. Somit ist die Formel alternierend wenn 2 # 0 ist.

Es bleibt, die Aussage im Falle 2 = 0 zu beweisen. Hierfiir liefern wir ein Ar-
gument, das auch im Allgemeinen Fall funktioniert, aber ein bisschen kom-
plizierter ist. Sei 7 wie oben. Wir betrachten die Menge

A, ={{o,007} |0 €S,} CPS,.

Man beachte, dass jedes Element in A, zwei Elemente enthilt, denn es gilt

10020_10(007):(0_

oc=coT=id=0" og)oT =T.

Das ist absurd.

Angenommen {0, o}, {5,0} € A, und es gilt {0, 0} N {5,0} # 0. Nach
Umbenennung kénnen wir annehmen, dass 0 = ¢ und dass o = o o 7. Wir
zeigen, dass o = ¢ gilt. Per definitionem ist entweder ¢ = oo7 oder 6 = poT.

Da 77! = 7, folgt im zweiten Falle, dass

~

0=0o(toT)=(00oT)oT=060T
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a)

b)

und wir kdénnen 0.B.d.A. annehmen, dass 0 = ¢ o7 gilt. Somit folgt aber nach
Voraussetzung, dass
0=00T=00T=0

und folglich {0, o} = {5, 0}. Dies zeigt, dass die Elemente von A, disjunkt
sind. Per definitionem existiert fiir jedes o € S,, ein A € A, sodass ¢ in A
ist. Also ist A, eine Partition von .S,, und es folgt

D e Aoy Aoty = Y Y e(0)Ats) - Ang(m) = 0.

o€Sn A€Ar oA

J/

-~

=0

Die Formel definiert eine alternierende, normierte Multilinearform auf M,, ., (K)
und stimmt somit wegen der Eindeutigkeit der Determinanten mit der Determi-
nanten iiberein.

Sei T orthogonal beziiglich (-, ). Dann ist 1 = det(T*T) = det(T™) det(T).
Fiir jede ONB B von V (beziiglich (-,-)) gilt [T*]z = [T]%, und folglich ist
det(T*) = det([T]%) = det([T]5) = det(T). Insbesondere ist det(T) € {+1}.

Dies zeigt, dass beispielsweise kein inneres Produkt auf V' existiert, sodass 2/
orthogonal ist. Die Aussage ist also falsch.

Angenommen die Bilinearform 5 : V' x V' — R definiert ein inneres Produkt auf
R?, sodass T beziiglich 3 orthogonal ist. Dann gilt

Ber,e1) =B(Ter,Ter) = [ler, e1) + 26(er, e2) + [(ez, €2),
B(esg,es) =F(Tey, Tes).

Insbesondere ist aufgrund der ersten Gleichung

1
5(61,62) = —55(62762)-
Des Weiteren gilt fiir alle aq, a; € R, dass

+ 2a1a58(e1, €2) + a3B(es, €2)

a1 + az)ez, arer + (a1 + as)es)

4 2a1(ay + a)B(e1, e2) + (a1 + az)?Bles, €2)

+ 2a1a2(e1, €2) + 2a1a28(ea, €2) + a3 (€2, €2).

Blarer + ages, arey + azes) =aif(ey, ey
B(T(alel + asey), T(are; + ageg)) zﬁ(alel +
:a%6<61) €1

:a?5(617 €1

~— ~— —~ ~—

Da T nach Voraussetzung orthogonal ist beziiglich (3, gilt insbesondere fiir alle
ar,as € R
0= 2&1&26(62, 62).

Das impliziert 5(es, e5) = 0 im Widerspruch zur Annahme, dass (3 ein inneres
Produkt ist.
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¢) Wir bemerken zuerst, dass A diagonalisierbar ist, denn
charp(X)=—-b—-X)b+X)+24=(X+1)(X —1),

und somit besitzt 7" zwei verschiedene reelle Eigenwerte.

Eine (geordnete) Basis von R? bestehend aus Eigenvektoren von T ist gegeben

durch B (vl - (i) = @) |

Wir definieren nun eine Bilinearform 5 : V xV — R, sodass 3(v;, v;) = 6;;, d.h.
[Bls = I, womit 3 positiv definit ist, und B ist eine ONB beziiglich 5. Zudem
ist fiir )\1 = ]_, /\2 =—-1

B(TUZ‘,TUJ‘) = B(/\ﬂ)i, )\j’Uj) = )\Z)\](SU

Es ist also das Bild der ONB B unter 7" eine ONB (beziiglich /3) und folglich ist
T orthogonal.

Um ( zu konstruieren, verwenden wir

Ble, = (z2)g,)" [BslIz2], = ([Ir2)g,) [Tr=]E,
[IRZ]EQ = ([]]1@]22)71 = (; :13) = (_32 _11)

1Ble, = (_31 _12> <_32 _11) - (E% _25> '

Das innere Produkt /3 ist also gegeben durch

Blv,w) = v (i?é _25) w

Nun ist 7" beziiglich 5 orthogonal, denn fiir alle a;, as, b, by € R gilt nach Kon-
struktion

und mit

folgt also

B(T(arv1 + azv2), T (b1vy + bave)) = B(arvy — agva, bivy — bavs)
=a1b1B(v1,v1) — a1baB(v1, v2) — ashi B(va, v1) + bgﬁ(vz, V)
=a1b1B(v1, v1) + a1baB(v1, v2) + aghy B(va, v1) + b38(v2,v2) (%)
=B(a1v1 + azva, bivy + byvy),

wobei wir in () verwendet haben, dass 5(vq, v2) = (ve,v1) = 0.

Siehe nichstes Blatt!



d) Obiges Beispiel suggeriert das folgende hinreichende Kriterium:

Proposition: Sei 77 € End(V). Falls 7" diagonalisierbar ist mit Eigenwerten
o(T) C {£1}, dann existiert ein inneres Produkt auf V/, fiir welches 7" orthogo-
nal ist.

Zum Beweis sei B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V' bestehend aus
Eigenvektoren von 7', d.h. Tv; = A\, firein A\; € {£1}.Sei 8 : V xV — R
die symmetrische Bilinearform gegeben durch

1Bl = L.

Dann ist 3 positiv definit und B ist eine ONB beziiglich dem inneren Produkt (3
auf V. Es giltfiirallev = 3" av;, w =Y . by,

ﬁ(T’U,T’IU) = Z aibjﬂ(T’Ui, T?)j) = Z aibjﬂ()\ﬂ)i, )\jvj)

i,j=1 4j=1

= aibANBviv) = > aib; \iddy
1 r— S——
,] 2¥) =3,

= Z a;b;jd;; = Z aibjﬁ(vi,vj) = B(v,w)
i,j=1 i,j=1

und folglich ist 7" beziiglich 3 orthogonal.

3. Im Folgenden seien n = dim(V'), m = dim(W).

a) Seien B, C geordnete Basen von V' und W. Dann existieren D € M, ,(R) mit
D;; = 0 wann immer ¢ # jund D;; > D,y ;4 firalle 1 < ¢ < min{m,n},
sowie orthogonale Matrizen () € O(n) und R € O(m), sodass

[T = RDQ"
gilt. Da R, () invertierbar sind, ist
1 = Rang(T") = Rang([T]%) = Rang(D)

und nach Voraussetzung ist Rang(D) gleich der Anzahl von null verschiedener
Diagonaleintriige von D. Insbesondere wissen wir also, dass D;; = 0 wann im-
mer (i,7) # (1,1). Seien Q = (vy | -+ | vp) und R = (wy | -+ | wy,), sowie
u € V beliebig, dann ist

Tule =[T1luls = RDQ" [uls = R (D) s

0m—1><n
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b)

¢)

=I (Dnvﬂu]6> = (Duvf [uls) RY = (Duvf [u]s)ws.

0m—1><1

Sei A € M,,«x,(R) die Darstellungsmatrix von (-, -)y beziiglich B, d.h. fiir alle
uy, ug € V gilt (uy, ug)y = [uy]5Afug)s. Da A positiv definit ist, ist A (beispiels-
weise als Korollar zum Hauptachsensatz) invertierbar. Somit ist o = D A~ o,
wohldefiniert, und es ist

[Tule = (0" Alulg)wr

Da die Koordinatenabbildungen Isomorphismen sind, existieren eindeutig be-
stimmte v € V und w € W, sodass © = [v|g und w; = [w]¢ gelten. Somit
ist
[Tule = ([vlgAluls)[wle = (v, w)v[wle = [(u, v)vwle
und insbesondere T'u = (u, v)yw. Da v und w durch @, R, D und A vollstindig
bestimmt sind, insbesondere also nicht von u abhingen, und da u beliebig war,
folgt
YueV: Tu= (u,v)yw.

Falls v = 0 oder w = 0, dann ist T'u = 0 fiir alle v € V und somit 7" = 0, bzw.
Rang(7T) = 0. Das steht im Widerspruch zu den Voraussetzungen, und somit
gelten v # 0, w # 0.

Seien B’ (v1,...,0,), C" = (wyq,...,wy,) ONB von V bzw. von W, sodass
v = HvH vund w, = Hwhww’ welche existieren, da v # 0 sowie w # 0 gelten.
Dann 1st

Tu = (u,v)yw = [Jvflv[lwllw(w, vi)vw:.

Man beachte, dass die Darstellungsmatrix von (-, -)1 beziiglich 5 nach Konstruk-
tion die Identitét ist, d.h. (u1, ug)y = [u;]§[usg]s fiir alle uy, uy € V. Insbesondere
ist also

[Tule =[[v]lvllw|lw(u, vi)vw]e
=(Ilvllvlwllwlvigluls) fwi]e = RDQ™ [u]s,

= ¢l | [wmle) D € Mppun(R) mit Dy = [[v]|v ||wl|wdidjn
firl <i<m,1<j<nund@= ([lg| | [van).

Seien u € V, w € W, dann ist

<T’LL,’LZ)>W = <U,U>V<’LU,U~)>W = <uv <w’ w>WU>Va

sodass T = (0, w)wo gilt.
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4.

a) Beziiglich der Standardbasis ist die Darstellungsmatrix von () gegeben durch

1 0 -1
A= 0 2 2
-1 2 6

b) Unter Verwendung des symmetrischen Gaussverfahrens erhalten wir

1 0 —-1]1 0 0 1 00100
0 2 2101 0 |%2% 0 2 2/01 0
12 6100 1 ~12 5|0 0 1
1 00[1 00

20 s g 9 9]0 1 0

025101

100|100

S5t L g 9 00 1 0

023101

100/1 0 o0

ZoTRESs g 9 00 10
0031 -1 1

Folglich ist A kongruent zur Matrix

A =

o O =
o NN O
w o o

Wir wissen aus der Vorlesung, dass die Signatur einer symmetrischen Matrix
(bzw. die Signatur der zugehorigen quadratischen Form) unter Kongruenz invari-
ant ist, und da A" Signatur (3, 0) besitzt, ist auch die Signatur von @) gleich (3, 0).
Insbesondere ist () positiv definit.

¢) Aus der obigen Rechnung wissen wir, dass

1 0 0 1 0 —1 10 1 100
0 1 0 0 2 2 01 —-1]=1020
1 -1 1 -1 2 6 00 1 00 3
Insbesondere ist also
1 00\ /1 00\ /1 0 —1 1 0 0 1 0 -1
A=10 1 0]l020]l01 1]=(0 V2 0 0 V2 V2
-1 11/ \0 03/ \oo 1 -1 v2 v3/ \o 0 V3
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eine Cholesky-Zerlegung von A. Da det(A) # 0, gilt det(R) # 0 fiir jede
Cholesky Zerlegung A = RTR. Sei also A = QT (Q eine weitere Cholesky-
Zerlegung. Da Inversen invertierbarer oberer Dreiecksmatrizen obere Dreiecks-
matrizen sind, ist also I3 = (Q7)"'RTRQ . Insbesondere gilt also die Glei-
chung ((RQ1)T)"! = RQ~'. Weil RQ~! eine obere Dreiecksmatrix ist, ist
folglich (RQ™")” eine untere Dreiecksmatrix und da die Inverse einer unteren
Dreiecksmatrix eine untere Dreiecksmatrix ist, ist also ((RQ~')7)~! und somit
RQ™! eine untere Dreiecksmatrix. Eine Matrix, die gleichzeitig eine obere und
eine untere Dreiecksmatrix ist, ist eine Diagonalmatrix und also ist RQ ™! eine
Diagonalmatrix. Da I3 = (RQ™)T(RQ™!) ist, sind die Diagonaleintrige von
RQ~! Quadratwurzeln von 1 und da die Diagonaleintrige von R und von Q!
nicht-negativ sind, sind auch die Diagonaleintrige von RQ~! nicht-negativ und
insbesondere nicht-negative Quadratwurzeln von 1. Somit sind aber alle Diago-
naleintrige von RQ ™' gleich 1 und insbesondere also R = Q. Dies zeigt, dass
die Cholesky-Zerlegung von A durch A eindeutig bestimmt ist.

5. Da A blockdiagonal ist, reicht es, die JNF sowie die Basen fiir die Blocke bzw. fiir die
entsprechenden invarianten Unterrdume zu bestimmen.

Das charakteristische Polynom von

14
w= (4 5)

chary, (X) = (X +1)?

und somit besitzt A; den doppelten Eigenwert —1. Man berechnet

a-on= (2 L),

d.h. A; —(—1)I hat Rang 1 und somit ist die geometrische Multilpzitit des Eigenwer-
tes —1 nicht gleich der algebraischen Multiplizitit. Folglich ist A; dhnlich zu J; _;.
Wir bestimmen eine Jordan-Basis. Der Vektor ( 7?) liegt im Kern von A; + I und ist
also ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert —1. Wir wissen, dass span({e;, es}) der
Hauptraum zum Eigenwert —1 ist, da {e;, 2} den gesamten Raum aufspannt und der
Eigenwert —1 der einzige Eigenwert von A; ist. Da e; und v; = ( 5?) linear unabhén-
gig sind, ist v, = vy + ey & Ker(A;) und folglich ((A1 + I5)vs, vg) eine Jordanbasis
von span({eg, es}).

ist

Ahnlich argumentiert man fiir den zweiten Block, wobei wir in diesem Fall ein wenig
systematischer vorgehen wollen.
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Das charakteristische Polynom von A ist
char g, (X) = —(X —2)*
und somit ist 2 ein dreifacher Eigenwert von A;. Man berechnet

o 1 0
AQ —2[3 - 1 1 ]_
-1 -2 -1

Diese Matrix hat Rang 2 und folglich ist dim Ker(As; — 2I3) = 1. Insbesondere
ist Ay dhnlich zu J;5,. Wir bestimmen eine Jordan-Basis, indem wir einen Zyklus
((Ay — 2I3)vy, (Ay — 213)vy, v1) bestimmen. Hierfiir 16sen wir eine Folge von Glei-
chungssystemen, d.h. wir bestimmen zuerst vz = (Ay — 213)%v; € Ker(Ay — 213),
dann vy = (Ay — 213)v; durch Losen des inhomogenen Systems (As — 213)vy = vg
und schlussendlich v; durch Losen des Systems (Ay — 213)v; = vs.

0 1 0 1 0
11 1 | BEEPA 1 0 1
1 —2 —1 ) A\ 1 0 41
010
e BN
000
1
= Vs = 0
~1
0 1 011 0 1 011
1 1 1|0 |#Z25B8245 1 0 1]-1
1 -2 —1|—1 ) 222\ 1 0 -1 1
01 0] 1
ZrdstZe 10 1| -1
000/|O0
~1
= Uy = 1
0 1 0 |-1 0 1 0|-1
1 1 1|1 |#Z25B22 1 0 1] 2
1 =2 —1]0 ) 272N 1 0 —1] =2
01 0]-1
mridsl g 1| 2
000|oO0
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=u=|-1
0
Wir erhalten also die Jordanbasis
1 —1 2
BQ = | V3 = 0 s 1 s -1
-1 0 0
fiir R? (beziiglich A»).
Beides zusammen liefert, dass
-1 1 0 0 0
0O -1 0 00
A~ 0 0 210
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2
und die Jordanbasis
4 —2 0 0 0
-2 2 0 0 0
B= O, 01,1 1 |,]—-11], 2
0 0 0 1 —1
0 0 -1 0 0

6. a) Wir argumentieren unter Verwendung der Tatsache, dass das standard innere Pro-
dukt auf C" nicht ausgeartet ist, i.e. fir alle v € C" \ {0} existiert ein u € C"
sodass u*v # 0. Dies liefert

veKer(Lp) eVueC": u'Lg(v) =0 VYueC": w"Bv=20
(X:;%;Y;X*Vu eC": (Buv=0&YueC": (Lp- (u))*v =0

eVw e Im(Lg) : w'v=0%svcIm(Lp)*.

b) Wir wollen 7" durch die lineare Erweiterung von 7'(v;) = w; auf dem Unterraum
U = span{vy, ..., v, } und durch die triviale Abbildung auf U~ definieren. Dies
ist im Allgemeinen nicht wohldefiniert, da wir nicht angenommen haben, dass
V1, . . ., Uy linear unabhéngig sind, d.h. es ist ex ante durchaus moglich, dass zwei
verschiedenene Linearkombinationen existieren, die denselben Vektor reprisen-
tieren, welche unter Umstédnden unter der linearen Erweiterung auf verschiedene
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Elemente in V' abgebildet wiirden. Wir miissen also zeigen, dass die Abbildung
unter der zusitzlichen Annahme aus der Aufgabenstellung wohldefiniert ist, d.h.
falls ay,...,a,, € Cund by,...,b,, € C sind, sodass

a1y + -+ AUy = bivr + -+ by,
gilt, dann ist auch

aywy + -+ AWy, = bwy + -+ + by Wiy,

Hierfiir reicht es zu zeigen, dass

avy+ -+ aptym =0=aw; + -+ apw, =0

gilt. Seien also solche ay, ..., a,, € C gegeben, dann ist
m m m
<Zalwz,zaiwi> = @a(wi, wi)w
i=1 i=1 W =1

¢) Wir befolgen den Hinweis.

1. Seig = (2}Y) € Sly(R). Wir gehen riickwiirts vor, d.h. wir angeln uns jeweils
von einem einfachen Fall, wo die Aussage leicht zu zeigen ist, zum néchst
komplizierteren.

Sei zuerst d = 1, dann ist

OG- ) =)

wegen 1 = ad — bc = a — bc. Somit ist die Aussage fiir den Spezialfall d = 1
gezeigt und in diesem Fall gilt die Formel g = wv..

Das heisst, es reicht zu zeigen, dass Elemente u; € N und v, € N~ existie-
ren, sodass gusu, von der obigen Form, d.h. d = 1, ist. Hierfiir betrachten wir
wieder zuerst einen Spezialfall, namlich den Fall in welchem ¢ # 0 ist. Man
berechnet fiir t = 1%1, dass

_(a a+tb\ [(a a+tb
JUu=\e d+te) = \e 1

Bitte wenden!



und somit gilt die Aussage in diesem Fall, denn unter Verwendung des obigen
Resultats folgt

g = (que)u; ' = (UgrapVe )ty " = UgrpUoU_y.

Es bleibt zu zeigen, dass die Aussage fiir Elemente der Form g = (%) in
Slo(R) gilt. In diesem Fall ist nach Voraussetzung 1 = ad — bc = ad und
folglich ist d # 0. Wir erhalten
_(a+Db b
=\ a d
1-d

und somit gilt unter Verwendung des vorangehenden Resultats mit ¢ = —*¢

g = (9”1)”1_1 = (Ua+b+tbvdu—t)v1_1 = Ugq+b4+tbVdU— V1.

. Da m(u;) € Gl,(C) ist fiir alle ¢ € R, und da v ein Eigenvektor ist, also
insbesondere v # 0, ist auch 7(u;)v # 0 und folglich A\; # 0.
Die Abbildung ist stetig, denn 7 ist stetig. Das heisst: Seitg € Rundseie > 0
gegeben. Wiihle § > 0, sodass ||g — s ||oc < 0 = ||7(g) — 7(u¢)[|oe < = gilt.
Dann gilt fiir alle t € R mit [t — to| < 6, dass

1

[Ai=Aio| = =l (w)v—=m(ugy Jvlloo <

= () =7 () oo |0]|oo <€
[[0]]o0

[0]]o0

und folglich ist A stetig an der Stelle ¢y und da ¢, € R beliebig war, ist A
stetig.

Um zu zeigen, dass A\ ein Gruppenhomomorphismus ist, stellen wir fest dass
nach Voraussetzung

Ast0 = T(Usyy)v = m(ug) (m(ug)v) = M7(ug)v = A A\v

gilt. Folglich ist \;.; = A;\;, denn nach Annahme ist v # 0.
. Wir bemerken, dass fiir alle ¢ € R gilt

7(uy)m(ag)v =n(ag)m(ag ugas)v

(20 (3 1) (7 9):

N
-~

U4t

=7(a2)7 (Ugr) v = Agg7(ag)v.

Dies zusammen mit dem vorangehenden Schritt impliziert, dass 7(az)v ein
gemeinsamer Eigenvektor zum Eigenwert \? ist. Es folgt aus dem Induktions-
axiom, dass fiir alle n € N der Vektor 7(a})v ein gemeinsamer Eigenvektor
fiir 7(IN) ist, zum Eigenwert \2™" fiir 7(u;) (¢ € R).

Siehe nachstes Blatt!



Falls \;, # 1 fiirein ¢, € R gilt, dann ist A_;, # 1, da
I, = m(1y) = m(ug,)m(u—y,)-

Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass ¢, > 0 ist. Sei wy € (0, 27) mit
A\, = € (Eigenwerte unitirer Operatoren haben Absolutbetrag gleich 1).
Da R zusammenhingend ist und die Abbildung ¢ — \; stetig ist, existieren
t1 € (0,%0) und ein w; € (0,wp), sodass A, = €' gilt und 5-w; nicht
rational ist. Somit sind die )\ff" alle verschieden. Andernfalls seien n, m € N
verschieden, sodass /\ffn = )\ffm, dann erhalten wir

1 = eiwr(2n=22m)

und folglich ist wy (22" — 2*™) = 2rk fiir ein k € Z, im Widerspruch zur
Irrationalitédt von %wl. Insbesondere sind also die Vektoren 7(a} )v allesamt
Eigenvektoren von 7(uy, ) zu paarweise verschiedenen Eigenwerten )\?fn Da
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig sind, enthilt
also C" eine unendliche linear unabhingige Menge. Das ist absurd.
Ahnlich argumentiert man fiir N~!. Sei w ein gemeinsamer Eigenvektor fiir
7(N~) zum Eigenwert p,, d.h. fiir alle t € R gilt 7(v;)w = p,w. Wie oben
berechnet man

w(ve)m(a3™w = rangr(ay™w
und somit folgt auf genau dieselbe Weise, dass p; = 1 gelten muss fiir alle
teR.
. Die Gruppe N bzw. die Gruppe N~ kommutiert, denn

UgUs = Upts = Ug4t = UsUg, ViVs = Vpgs = Vst = UsUg

und somit kommutiert auch das Bild der Gruppen, denn nach Voraussetzung
gilt

7 (ug)m(us) =m(uus) = m(usuy) = m(us)m(uyg),

(v (vs) =m(vevs) = T(Vsvy) = T(Vs)T(V4).

Da nach Voraussetzung die Matrizen 7(u;) € GL,(C) allesamt unitér und
insbesondere normal sind, ist die Menge

m(N) = {m(u) | t € R}

eine kommutative Familie diagonalisierbarer Operatoren. Wie in Serie 2, Auf-
gabe 5 gezeigt wurde, ist somit (V) simultan diagonalisierbar, d.h. es exi-
stiert eine Basis B von C" bestehend aus gemeinsamen Eigenvektoren von
7m(N). Nach vorangehendem Argument sind die Eigenwerte aber alle gleich
1 und somit sind alle Elemente von 7(/V) dhnlich zu I,,. Da I,, nur zu sich
selber #hnlich ist, ist also 7(N) = {I,,}. Aus demselben Grund folgt auch,
dass 7(N~) = {I,}. Da N und N~ die Gruppe Sly(R) erzeugen, ist also
7(Sla(R)) = {1,.}.



