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Ubungsblatt 8

Sei f(x) = ”2_2;_“3 Berechnen Sie die folgenden einseitigen Grenzwerte
z2—9

lim f(2).  lim /(@)

Jim f(@), - lim f().

Seien (ay,), und (b, ), zwei reelle Folgen mit a,, < b, fiir alle n € N. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

lim a, = o0 = lim b, = c©

n—o0 n—oo
lim b, = —o0 = lim q, = —o0.
n—oo n—oo

a) Sei a > 0 eine positive Zahl. Zeigen Sie, dass eine Konstante C, > 0 existiert
mit log(z) < Cpx® fiir alle z > 0.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle 5 > 0 gilt, dass lim,_,, k’i# =0.

a) Sei D C R eine Teilmenge und sei f : D — R eine Lipschitz-stetige Funktion.
Zeigen Sie, dass f dann auch gleichmissig stetig ist.

b) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f : [0,1] — R an, welche zwar gleich-
missig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist. Beweisen Sie Ihre Aussagen.

a) Seien D C R eine beliebige Teilmenge, f : D — R eine Funktion und F ein
Filter auf D. Zeigen Sie, dass der Grenzwert A € R von f entlang des Filters F
eindeutig durch f bestimmt ist.

b) Seien D und F wie in Teilaufgabe a) und seien fi, fo : D — R mit limr f; =
A; € Rund limr fo = Ay € R. Zeigen Sie, dass dann limz(f; + f2) = Ay + Ag
gilt.

Bitte wenden!



6. a) Sei f : [a,b] — R eine monoton wachsende Funktion und sei zy € (a,b). Dann

existieren

I d i .
Jim f(z) und lim f(z)

b) Alle Unstetigkeitsstellen von f in (a, b) sind Sprungstellen und f hat hochstens

abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Hinweise zu den Aufgaben:

3. Schreiben Sie z = exp(y) fir y € R und unterscheiden Sie die Fille y < 0 und

y > 0. Verwenden Sie weiters (1 4 £)" < exp(y) fiiry > 0.

7. Multiple-Choice Fragen (Mehrere Antworten kdnnen richtig sein!)

1. Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass eine stetige Funktion f auf einem kom-
pakten Intervall [a, b] Riemann-integrierbar ist. Wie sind wir im Beweis vorgegangen?

(a)

(b)

(c)

(d)

Wir nehmen indirekt an, dass f nicht Riemann-integrierbar ist. Dann wiirde es
jedoch eine obere Treppenfunktion o und eine untere Treppenfunktion u von f
geben mit fab(o — u)dx > ¢ firein € > 0. Dies ist wegen der Stetigkeit von f
jedoch nicht moglich.

Da f stetig ist, ist f auch stiickweise monoton. Da das Intervall [a, b] kompakt ist,
finden wir eine endliche Zerlegung 3 = {a = z¢ < 21 < --- < x,, = b}, sodass
f auf jedem Intervall (x;, x;41) monoton ist. Wir wissen bereits, dass monotone
Funktionen Riemann-integrierbar sind, somit also auch f.

Da f stetig auf einem kompakten Intervall ist, ist f auch beschrinkt und wir
finden eine obere und eine untere Treppenfunktion von f, welche beide endliches
Riemann-Integral haben. Daraus folgern wir, dass auch f Riemann-integrierbar
sein muss.

Da f stetig ist, finden wir eine Zerlegung 3 = {a = o < 1 < --- < z,, = b}
von [a, b], sodass f in einem Intervall (x;,x;,1) nur sehr gering variiert. Dies
gibt uns eine obere und eine untere Treppenfunktion, welche fiir feiner werdende
Zerlegungen immer niher zusammenriicken.

Siehe nichstes Blatt!



2. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Wie gehen wir vor, wenn wir zeigen mochten,
dass f Lipschitz-stetig ist?

(a) Wir wihlen ein ¢ > 0 und finden ein L (abhingig von ¢), sodass fiir z,y € [a, 0]
folgendes gilt: Falls |x — y| < ¢, dann folgt | f(z) — f(y)| < L]z — y|-

(b) Wir starten mit | f(z) — f(y)| fiir beliebige x,y € [a, b] und manipulieren diesen
Ausdruck solange, bis er von der Form < L|x — y| ist, wobei L > 0 nicht von z

und y abhingt.

(c) Wir miissen gar nichts zeigen, da das Intervall [a, b] kompakt ist und somit alle
Funktionen auf [a, b] Lipschitz-stetig sind.

(d) Wir wihlen L = sup{|f(z)| | € [a,b]} und zeigen, dass |f(z) — f(y)| <
L|x — y| gilt fur alle z, y € [a, b].

3. Die Axiome von R inkludieren das Vollstindigkeitsaxiom. Fiir welche der folgen-
den Definitionen oder Aussagen wurde das Vollstindigkeitsaxiom zwingend benotigt?

(a) Division mit Rest.
(b) Geometrische Summenformel.
(¢) Definition des Riemann-Integrals einer beschriankten Funktion.

(d) Definition der Exponentialabbildung.

Bitte wenden!



4. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(¢) lim,_. ﬁ existiert nicht.

(d) limg o &2 —

xT

(€) limg o2& — 1,

T

(f) limg\o @ existiert nicht in R.
(g) lim,_ o 2V® exp(—x) = 0.
(h)  limg_e 2V% exp(—2) = 1.

(1) limg_eo 2V% exp(—z) = e.

Ein Wechsel der Ubungsgruppe nach Mittwoch 13:00 ist erst in der nichsten Wo-
che giiltig. Denn wenn man ausgewihlt wird, dann wird man fiir eine Ubungsgruppe
ausgewdhlt und muss auch zu dieser und nicht einer anderen erscheinen.

Die Multiple-Choice Fragen (Aufgabe 7) sind online unter echo.ethz.ch zu beantwor-
ten. Abgabefrist fiir die Multiple-Choice Aufgaben ist Freitag, 18. November um 8:00.

Elektronische Erkldarung der Bereitschaft, eine Aufgabe vorzulésen: Mittwoch, 16.
November 2016 bis 13:00 unter echo.ethz.ch.

Abgabe der schriftlichen Losungen zu denjenigen Aufgaben, fiir welche Sie ausge-
wihlt wurden: Donnterstag, 17. November 2016 vor 14:00 im Fach Ihres Ubungslei-
ters im HG F 27 oder per E-Mail an Ihren Ubungsleiter.



