D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Analysis 11 FS 2017
Prof. Manfred Einsiedler

Ubungsblatt 4

1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei xy € X. Zeigen Sie, dass die Abbildung
r € X —d(x,z)

stetig ist.

2. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei (Y;);c; eine beliebige Familie von zusammen-
hingenden Teilriumen von X. Zeigen Sie, dass falls ihr Schnitt (,_; ¥; nicht-leer ist,

dann ist die Vereinigung | J,., Y; zusammenhingend.

3. Sei V = R™ oder C", sei ||-|| eine Norm auf V und sei A : V' — V eine lineare
Abbildung. Wir definieren die Norm von A als

[Allyy = sup [|Az].
\%4
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a) Zeigen Sie, dass || - ||, eine Norm auf End(V'), dem Vektorraum der Endomor-
phismen von V', definiert.
b) Seinun ||-|| = |||, und (A;;) die Matrix von A beziiglich der Standardbasis.

Zeigen Sie, dass

n

1Al = ga;;z |43
]:

gilt.

¢) Seinun |-]| = ||-|,- Berechnen Sie [|( % §)]|,, und ||( 2, 1)||,,- Wir identifizieren
hier die lineare Abbildung mit ihrer Matrix beziiglich der Standardbasis.

4. Sei (X, d) ein metrischer Raum, x € X und A C X nicht-leer. Wir definieren

d(z, A) = inf d(z, a).
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Zeigen Sie, dass eine nicht-leere Teilmenge A C X genau dann abgeschlossen ist,
wenn fiir alle z € X die Eigenschaft d(z, A) =0 < x € A gilt.

Bitte wenden!



5. Sei (Z,d) ein metrischer Raum und seien X, Y C Z abgeschlossen. Wir nehmen an,
dass X N'Y und X U Y beide zusammenhingend sind. Folgt dann auch, dass X und
Y zusammenhéngend sind?

6. Zeigen Sie, dass die Teilmenge
A={(z,y) eR?*|z>0,y=sin(})}U{(0,y) eR* | -1 <y <1}

zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhéngend ist.

7. Multiple-Choice Fragen (Mehrere Antworten kdnnen richtig sein!)

1. Die Vereinigung von endlich vielen kompakten Teilmengen eines metrischen Raum-
es ist kompakt.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

2. Der metrische Raum X = (0, 1) mit der Metrik d(x, y) = |y — x| ist vollstindig.
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

3. Jeder vollstidndige metrische Raum ist kompakt.
(a) Wabhr.

(b) False.

4. Der metrische Raum C'([0, 1]) mit der Metrik d( f, g) = maxo<,<1 | f(z) — g(z)] ist
vollstdndig.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Siehe nachstes Blatt!



5. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Ein Punkt 2y € A heisst innerer Punkt
von A, wenn es eine offene Teilmenge U C A gibt, sodass xy € U. Wir definieren das
Innere von A als

A° = {xy € A| zy ist ein innerer Punkt von A}.

Wenn das Innere A° von A nicht-leer ist. Dann gilt d(z, A°) = d(z, A) firalle x € X
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

6. Jeder Unterraum eines kompakten Raumes ist kompakt.
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

7. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(a) [0,1) ist offen in [0, 2].

(b) [0, 1) ist abgeschlossen in [0, 2].

(c) (0,1]ist offen in [0, 2].

(d) (0, 1] ist abgeschlossen in [0, 2].

(e) Nistoffenin Q.

(f) Nist abgeschlossen in Q.

(g0 O= {(g) eR |22+ 92 < 1, 2:0} ist offen in R3.

Bitte wenden!



Ein Wechsel der Ubungsgruppe nach Freitag 11:00 ist erst fiir die Ubungsstunde in
der iiberndchsten Woche giiltig. Denn wenn man ausgewéhlt wird, dann wird man
fiir eine Ubungsgruppe ausgew:hlt und muss auch zu dieser und nicht einer anderen
erscheinen.

Die Multiple-Choice Fragen (Aufgabe 7) sind online unter echo.ethz.ch zu beantwor-
ten. Abgabefrist fiir die Multiple-Choice Aufgaben ist Montag, 13. Mirz 2017 um
13:00.

Elektronische Erkldrung der Bereitschaft, eine Aufgabe vorzuldsen: Freitag, 10. Mirz
2017 bis 11:00 unter echo.ethz.ch.

Abgabe der schriftlichen Losungen zu denjenigen Aufgaben, fiir welche Sie sich elek-
tronisch bereit erklirt haben: Freitag, 10. Mirz 2017 vor 14:00 im Fach Thres Ubungs-
leiters im HG F 27 oder per E-Mail an Ihren Ubungsleiter.



