Formelsammlung Analysis I & 11

Wichtige eindimensionale Integrale:
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/exp(x) dz = exp(z) + C / J = dz = arcsin (x> +C
/cos(a:) dz =sin(x) + C /a241—a:2 —arcta ( ) +C
/ sin(z) dz = — cos(z) + C / e do = arsial (%) +o
/ sinh(z) dz = cosh(z) + C / \/ﬁlﬁ dr = arcosh () 4 ©

Partielle Integration: Fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen v und v gilt

/uv’dx—uv—/u’vdx—i—C.

Substitution: Seien [,,I, C R. Seien weiters g : I, — C und f : I, — I, stetig
differenzierbar. Dann gilt mit v = f(x)

Jen@s@ac = [ gu)au
Trigonometrische und hyperbolische Substitution:

e Bei [(a? — 2?)2 da fitr a > 0: Substitution z = asin(d) mit 6 € (— 5, %), wobei
(a® — 1‘2)% = acos(6).

e Bei [(a®+ 22)% dz fiir a > 0: Substitution # = atan(d) mit 6 € (— 5,5 ), wobei
(a2 + 22)2 = L

e Sein > —1. Bei [(z% — a?)% dz fiir € R: Substitution # = acosh(u), wobei

(22 — aQ)% = asinh(u).
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Die Stirling-Formel: lim,,_, 7\/%(%)” =1
Potenzreihenentwicklung des Logarithmus: Fir z € [-1,1) gilt:
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Verdichtungskriterium fiir Reihen: Eine Reihe Y 72 | aj mit nicht-negativen, mono-
ton abnehmenden Gliedern a; > as > ... > 0 ist genau dann konvergent, wenn
S, 2agk konvergent ist.

Taylor-Approximation: Sei (a,b) C R, f € C""1((a,b)) und z¢ € (a,b). Dann gilt
fiir alle x € (a,b)

@) =P (2) + RY) (2)

mit
o (T) = o (@ = x0)” und Ry o (z) = py ,
k=0 Zo
wobei P}T;)O () die n-te Taylor-Approximation ist und R;nx)o das sogenannte Integral-

Restglied ist.

Mehrdimensionale Taylor-Approximation: Sei U C R” offen und f : U — R
(d + 1)-mal stetig differenzierbar. Sei € U und h € R", sodass x 4 th € U fiir alle
t € [0,1]. Dann gilt

1 (0%
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fir h — 0. Hierbei ist ! = aq!--- ! fir alle @ = (aq,...,0,) € Nj und h* =

h{* - - hon fiir alle h € R™.

Konvexitat: Eine Funktion f : I — R auf einem Intervall I heisst konvex, falls

J((L=t)ay + twg) < (1 —t)f(z1) + tf (22) (1)

fir alle z1, 29 € I und fir alle t € [0,1]. Wir sagen, dass f streng konvex ist, falls in
(1) eine strikte Ungleichung gilt, wenn immer z; # z2 und t € (0,1). Eine Funktion
g : I — R heisst (streng) konkav, wenn f = —g (streng) konvex ist. Falls f zweimal
differenzierbar ist und f” > 0 auf ganz I erfiillt, dann ist f konvex.

Jensen-Ungleichung: Sei f : (a,b) — R eine konvexe Funktion, z1,...,z, € (a,b)
und Ay, ..., A, nicht-negativmit Y ;. Ay = 1. Dann gilt f (3 7, Mexr) < D opy Aef(zk).

Young-Ungleichung: Seien p > 1, g = z% und a,b > 0. Dann gilt ab < % + %q.



Holder-Ungleichung: Sei p > 1, ¢ = 1% und x = (z1,...20)4,y = (y1,...,ya)t €
RY. Dann gilt ZZ:l lzkykl < [Ix[l, [yll,- Fir p = ¢ = 2 ergibt sich die Cauchy-

Schwarz-Ungleichung.

Minkowski-Ungleichung: Seien p > 1 und x,y € R%. Dann gilt [x + y|, < [|x[|, +
1yll,-

Charakterisierungen der Stetigkeit: Seien X,Y zwei metrische Rdume und f :
X — Y eine Funktion. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i
(ii

) Die Funktion f ist stetig.
)

(iii) Fir jedes x € X ist f bei x folgenstetig.
)
)

Fiir jedes x € X ist f bei x e-d-stetig.
(iv) Fiir jede offene Teilmenge O C Y ist f~1(O) eine offene Teilmenge von X.

Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C Y ist f~!(A) eine abgeschlossene Teil-
menge von X.

(v

Banachscher Fixpunktsatz: Sei (X,d) ein nicht-leerer, vollstdndiger metrischer
Raum. Sei T': X — X eine Lipschitz-Kontraktion, das heisst

d(T(CL‘l), T(wg)) S A d(.%'l, .%'2)

fir alle 1,22 € X und fiir eine fixe Lipschitz-Konstante A < 1. Dann existiert ein
eindeutiges 2o € X mit T'(zg) = zo.

Picard-Lindelof: Esseid > 1, U € RxR? offen und f : U — R¢ stetig. Angenommen
fiir alle (to,x0) € U existiert ein € > 0 mit B.(tg,xz0) C U und M > 0, so dass fiir alle
(t,z1), (t,x2) € Be(to, zg) die Abschéitzung

1t 21) = [t 22)[| < M [lzy — o

gilt. Seien weiters tg € R und zg € R? mit (to, o) € U gegeben.
Ezistenz: Dann existiert ein Zeitintervall I = I ,ax = (a,b) C R und eine differenzier-
bare Funktion z : I — R? mit

o (t,x(t)) € U fir alle t € I,
o i(t) = f(t,z(t)) fir alle t € I und
e x(ty) = xo.

Eindeutigkeit: Fiir jede weitere Losung y : J — R? desselben Anfangswertproblems
definiert auf einem offenen Intervall J mit ¢y € J gilt J C I und z|; = y.
Mazximalitat: Die Grenzwerte limy q (£, 2(t)) und lim; ~, (£, 2(t)) existieren in U nicht.



Satz zur impliziten Funktion: Sei r > 0 ein Radius und seien zg € R", yo € R™
Punkte. Angenommen die stetige Funktion F : BX" (z¢) x BX" (yo) — R™ erfiillt die
folgenden drei Bedingungen:

e F(x0,y0) = 0.
e Die partiellen Ableitungen
Oy F + B (w0) x By (yo) = R™
existieren fiir alle k € {1,...,m} und sind auf BX"(z0) x BX" (yo) stetig.

e Die totale Ableitung A bei yo der Abbildung y € B,(yo) — F(xo,y) ist in-
vertierbar, das heisst, die Matrix A = (9y, Fj(x0,%0));j,x € Maty, »(R) hat nicht-
verschwindende Determinante.

Dann existiert ein offener Ball Uy = B, (z9) um zo und ein offener Ball Vy = Bg(yo)
um yo mit o, 5 € (0,7) und eine stetige Funktion f : Uy — Vp, so dass fiir alle
(z,y) € Uy x Vy die Gleichung F(x,y) = 0 genau dann gilt, wenn y = f(x) gilt.
Insbesondere ist f(xg) = yo.

Falls F' d-mal stetig differenzierbar ist fiir d > 1, dann ist die stetige Losungsfunktion
f ebenso d-mal stetig differenzierbar und die Ableitung von f bei x € U ist gegeben
durch

Dy f = —(0yF)(w, f(2))) " (0xF)(w, f(2)).

Teilmannigfaltigkeit: Sei 0 < k < n fiir n > 1. Eine Teilmenge M C R" ist eine
k-dimensionale (glatte) Teilmannigfaltigkeit, falls es fiir jeden Punkt p € M eine offene
Umgebung U, in R™ von p und einen Diffeomorphismus ¢, : U, — V), = ¢(Up) auf eine
weitere offene Teilmenge V,, C R™ existiert, so dass

ep(UpN M) ={y €V, | y; =0 fiir alle i > k}.

Charakterisierung positiv / negativ definiter Matrizen: Eine symmetrische
Matrix A = (ai;)ij € Maty, »(R) ist genau dann positiv definit, wenn alle der folgenden
Determinanten positiv sind:

ail ai12 ais
ajp, det(gilai?), det (Zg} a22 ggg) y ooy det(A).
Eine symmetrische Matrix A € Mat,, ,(R) ist genau dann negativ definit, wenn —A
positiv definit ist. Falls A nicht-degeneriert und weder positiv definit noch negativ
definit ist, dann ist A indefinit.



Satz von Fubini: Seien X C R" und Y C R™ zwei abgeschlossene Quader und sei f :
X xY — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann existiert das Parameterintegral

reX — /Yf(a:,y) dvol(y)

flir fast alle z € X und es gilt

[ staasaa) = [ [ [ 1.0 avw] avoi)

Genauer formuliert, definieren wir die Funktionen f, : y € Y — f(z,y) sowie

[y fz(y) dvol(y) falls f, Riemann-integrierbar ist

F:$€X‘—>I(fz):{ L(fz) sonst.

Dann ist F' auf X Riemann-integrierbar und es gilt

/ F(@,y) dvol((z, y)) = / F(z) dvol(x).
XxY

X

Mehrdimensionale Substitutionsregel: Seien X,Y C R” beschrankte Jordan-
messbare offene Teilmengen und sei ® : X — Y ein C!-Diffeomorphismus. Des
Weiteren sei f : ¥ — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist z € X —
(f o ®(x))|det(D, @)| (zumindest uneigentlich) Riemann-integrierbar und es gilt

/ £(y) dvol(y) = / (f 0 ®())| det(D, &)] dvol(x),
Y X

wobei die Funktion x € X — det(D, ®) als die Jacobi-Determinante von ® bezeichnet
wird.

Weg- und Flussintegral: Fiir eine Teilmenge B C R2, deren Rand eine positiv
orientierte Parametrisierung v, : Iy = [a1,b1] — 0B, ..., 7k : Ix = [ak,bkx] — OB
besitzt, ist

K bi
SRAL ;/ﬂk (f (e (), Yk (t)) dt.

Sei R = (0 _01) € SO(2,R). Das Flussintegral von f durch den Rand 0B ist

K by,
-dn = -ds = Ly .
e /8 (R kz / Fon(®), B (6)) dt



Divergenzsatz auf zweidimensionalen Quadern: Sei B C R? ein achsenparalleler
Quader, sei U D B eine offene Menge im R? und sei f = (f1, f2)! : U — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ div(f) dvol = f-dn (2)
B

0B
wobei die Divergenz gegeben ist durch div(f) = 01 f1 + 02 fa.

Divergenzsatz in der Ebene (im Raum): Sei B C R? (oder B C R?) ein glatt
berandeter, kompakter Bereich. Weiter sei f ein stetig differenzierbares Vektorfeld
definiert auf einer offenen Menge U O B. Dann gilt wiederum (2) (wobei im R? die
Divergenz durch div(f) = 01 f1 + Oaf2 + O3 f3 gegeben ist).

Satz von Green: Sei f : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer
offenen Menge U C R2?. Die Wirbelstirke rot(f) existiert auf ganz U und erfiillt
rot(f) = O1fe — Oaf1. Weiter gilt fiir jeden glatt berandeten, kompakten Bereich
BcU

/ rot(f)dvol = f-ds.
B

oB

Satz von Stokes: Sei f ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teil-
menge U C R3 und sei S C U eine glatt berandete, orientierbare Fliche. Dann gilt

/Srot(f)~dn:/85f-ds,

wobei die Rotation gegeben ist durch

Oa2f3 — 03f2
rot(f) = | 931 — O1f3
Ohfa — O2f1

Viel Erfolg!



