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1. Zeitabhingige Schridinger-Gleichung

Wir betrachten die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung mit Potential V:

is% = 7%52% + V(2)u,
u(z,0) =g(x), x € [-1,1]

wobei € = 0.01 die Rolle von 7 iibernimmt. Sei N = 2!. Wir wihlen eine Losung:

N
2
UN(xat) = Ck(t)ezﬂ-ﬂma HAS [_17 1]7
-—
sodass (1)inz = [z;] = [QN]] mit j = —&, ..., & —1 erfiillt ist. Seic = [co, . .. CN 1, C N, ,C—-1]

der Vektor mit den Fourier-Koeffizienten. Da ¢ = Fy[uy(z)](k) erhalten wir:

1
i = §€k20k + (.FNVN]:K,lg)k

mit: 1
VN = - diag(V(2)),
oder: 1
i¢ = §ED]2VQ + FnVnFrle,
mit: N N
Dy =di ey ——1,——, ..., —1).
N 1ag (07 ) 2 ) 2 ) ) )
Deshalb gilt nun:
1
¢=—gieDyc—iFNViFy'c (2)
und wir haben:
. . N N
e~ 5D = {e‘éwhkzck] , mit k=0,..., 5 1, RICREREE -1 (3)
| | g1
e~ hVay N (z) = {efth(Ij)uN(i)j] S (4)
I==%

Bitte wenden!
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(a) Wellenpaket ¢ am Anfang. (b) Wellenpaket ¢ im Zeitschritt 273.

Abbildung 1 — Zeitentwicklung eines Wellenpakets

a) Verwenden Sie (3) und (4) um das Strang-Splitting fiir (1) via der formalen Losung von
Gleichung (2) zu implementieren.

Hinweis: benutzen Sie das Template 1_tdse.py. Alle benotigten Parameter sind dort zu
finden.

b) Bleiben die Norm und die Energie erhalten? Testen Sie mit folgenden Potentialen:

1.2

2

e Morse Potential: V(z) = V; (1 +
un

mit den Parametern V; = 8
?):

e Harmonisch: V(z) =
B(z+1) _ 26—[3(3:+1))

e
1
5oy

und Anfangswerten (¢ = 10~

Plotten Sie das Potential und die Losungen.

Siehe nichstes Blatt!



2. Faltung

Seien f und g zwei 1-periodische glatte Funktionen mit f (0) = 0. Wir notieren:
1) = [ s
0
D(z) = g'(z)
Sei die Faltung von f und g definiert als:

(f*9)(x) = / f(Hglx — )dt. (5)

Zeige, dass I x D = f x g gilt. Begriinde warum die Bedingung an f notwendig ist.

Bitte wenden!



3. Diskrete Fouriertransformation und Faltung

Wir wollen zu zwei Vektoren z, y € R™ die periodische diskrete Faltung berechnen, das heisst
wir suchen einen Vektor z € R™ mit

n—1
zk=Zxk_jyj, k=0,....n—1. (6)
§=0

Alle Indizes sind modulo n zu verstehen.

a)

b)

d)

Sei 07 die I-te Komponente der diskreten Fouriertransformierten des Vektors v € R”, das
heisst

n—1
f)l:kae_%ﬁM, 1=0,...,n—1. (7)
k=0
Zeige, dass zwischen z, y und z die folgende Beziehung gilt:

2119?1'331, l:O,...,nfl. (8)

Implementiere eine Python-Funktion def fft_conv(x,y), welche mit Hilfe der diskreten
Fouriertransformation die periodische diskrete Faltung von z und y berechnet. Verwende
fft und ifft aus numpy.fft.

Implementiere eine Python-Funktion poly multfft(a,b), die die Koeflizienten ¢, des Pro-
duktes p(x)q(x) = 2% cpa™ zweier Polynome p(z) = S0 aa’ und g(z) = 207 b
mithilfe der periodischen diskreten Faltung (fft_conv(x,y)) bestimmt.

Validiere deine Implementierung anhand der naiven Implementierung in poly mult(a,b)

in 3_discrete_convolution.py.

Hinweis: ¢; ist die sogenannte nicht-periodische Faltung von (ag, ..., a,—1) und (bg, ..., by—1).

Welche der beiden Implementierungen ist fiir grosse n effizienter? Begriinde deine Antwort.

Siehe nichstes Blatt!



4. Clenshaw-Curtis Quadratur

Eine Funktion f :[—1,1] — R soll mit der Clenshaw-Curtis Quadraturregel integriert werden.
Dazu substituieren wir z = cos 6:

/_11 f(z)dx = /O7r f(cos8)sindde. 9)

Da f(cos ) 2m-periodisch ist, lédsst es sich in eine Fourier-Reihe entwickeln:

N
f(cost) = ag + Z ay, cos kO + by, sin k6 (10)
k=1
Wobei b, = 0, da f(cosf) gerade ist.
Einsetzen von (10) in (9) ergibt:
T N
/ f(cos)sinfdf ~ Zwkak (11)
0 k=0

wobei

1— k2

& 1 k 2 kgerad
wk:/ cosk@sinGdG_W{lkz gerace
0 0 sonst

Und somit gilt fiir N gerade:

N/2

[ 11 Fz)d ~ (13)

2
T (22 %2k
21— (2k)

a) Finde die reellen Fourierkoeffizienten aj, mithilfe der diskreten Fouriertransformation von
f(cosB). Mache das wie folgt:

1. Die Funktion numpy.fft.fft berechnet die komplexen Fourier-Koeflizienten z; mittels
der schnellen Fouriertransformation.

fleos(0)) = Y zexp(ulf) (14)

—__ N
l==%

Finde heraus wie numpy.fft.fft die Frequenzen sortiert.
Hinweis: Lies den Abschnitt Implementation Details in help (numpy.fft) aufmerksam.

2. Schreibe a; in Abhéngigkeit von z;.
Hinweis: Spiegle f(cos®) an der vertikalen Achse bei § = 7.

b) Berechne das Integral (13) auf [—1, 1] fiir folgende Funktionen:

o |z|

o c
o 25 exp(3z)sin(300x) + tanh(20sin(12z))

Verwende Chebychev-Abszissen z; = cos(mk/N) mit k = 0,..., N und N = 2%--10 fiir

den Variabelwechsel und plotte den absoluten Fehler in einem logarithmischen Plot.

Hinweis: Template 4_clenshaw_curtis.py verwenden.



