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10.1.

(a) Sei A C R nicht Lebesgue-massbare Menge. A ist iberabzéhlbar, sonst A(A) = 0.
Sei A := A und fy := Ity (x). Somit sup fi = I4.
A

Aber, I;'(1) = A ist nicht Lebesgue-massbare, und dann I, nicht eine messbare
Funktion ist.

1
(b) Sei (2,4) = (N,2Y), v das Zdhlmass, und p({n}) = ot Dann ist pu(A) =0
aquivalent mit A = (), und dann ist klar, dass v < p.

1 2 o 1
Sei € > 0 fest und 0 > 0 belibig. Weil } — = % < 00, existiert NV mit > — < 4.
n 1

n=N n?
Sei A={N,N +1,...}. Somit ist

aber

10.2. Wir definieren die Abbildung v als
Ao > A ~y(A) ::/Afdu.

Weil nach Voraussetzung f in £'(u) und Ay C A ist, folgt, dass 7 ein signiertes Mass
auf Ay ist. Ferner gilt

v<ul, =,
und weil p endlich ist, folgt, dass auch v endlich ist.

Nach dem Satz von Radon-Nikodym, angewandt auf (€2, Ag, v) fir 7, erhalten wir ein
g € LY(v), so dass fiir alle A € Ay

Af@zv%%itmwzﬁgw

gilt.
10.3.
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(a) Wegen v < p ist A < pu, und offenbar gilt v < A. Nach dem Satz von Radon-
W W nd =" wnd fgh el

d/J’ - d)\ un - dﬂf7 un 7g7 =+

Sei F € A. Wir haben v(E) = [ fIgd\ und es existieren f, € £,, so dass f, / f.
Somit

Nikodym existieren g =

/ Falpd) = 3" MA; N E)a;.
i=1
Ausserdem ist
MANE) = / hLsnpdy
und dann

/ falpdh = a; / hlaopdi = / S ailanphdp.
=1 i=1
Mit Satz 2.9 haben wir [ f,Igd\ — [ fhlgdu, und [ f,lgd\ — | fIgd\. Wir schlies-

sen dass

/ FLod\ = / Fhipdy = v(E) = / glpdp.
Mit Satz 6.2, g = fh p-f.i.

1
(b) Sei E,, = {3: eN: f(x) < —}. Wir haben
n

—i)\(En) -/ S e

Damit ist A(E,) = 0, und auch u(E,) = 0. Also ist u(U E,) < > p(E,) = 0, somit
w(UE,) =0, und das impliziert f > 0 p-f.i.

Sei F'={xz € Q: f(z) > 1}. v ist o-endlich, und damit existieren Mengen F,, C F,
UF, 2 F und v(F,) < co. Aber

V(F,) = /F fdx > /F 1A\ = A(E,) = u(Ey) + v(E).

Also haben wir u(F),) = 0, und damit p(F) = 0. Somit ist f < 1 p-f.a.

(c) Wir wissen aus (b), dass f,1 — f € Zi. v ist o-endlich, und dann existieren
Mengen {2}, so dass Q = OLj Q und v () < occ.
k=1

Sei E € A, dann wir haben E = EJO Ey, wobei Ey = ENQy und v(Ey) < oo.
k=1

/E>(1 — PN+ (B = [ 1\ = MNEy) = u(Ee) + v(Ey).

Ey
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Und dann
[ (= 1dx = ().

Wegen p o-endlich ist,

k=1 k=1 k

. dp ) . dp
Damit - (1—f). Ausserdem u(E) = [ Igdp fir alle E € A. Somit an =1, p < p,

A << . Wegen A = p+ v ist, dann g < A. In (@), sei v := p. Wir haben

dp dpdA d\
— Rl _a-ng
dp  d\dp du
Somit
a1
dp 11—
Mit (a),
dv dvdx f
dp  dhdp  1—f
10.4. Wir miissen tiberpriifen, dass || - ||, die Eigenschaften einer Norm erfiillt, d.h.

Definitheit, absolute Homogenitdt und die Dreiecksungleichung.

Offenbar ist ||0]|,=0, und falls umgekehrt ||v|, = v (Q) + v~ () = 0 ist, dann gilt
vt(2) =0 =r"(22) und deshalb ist v = 0.

Seien o € R und v € R(A), und betrachten Sie die Ladungsverteilung av. Da die
Hahn-Zerlegung eindeutig ist, folgt sofort, dass

+

()t =avt, (av)” =av™ fira >0

und
()t = —av™, (aw)” = —avt fira<0

gilt. Deshalb gilt in jedem Fall ||av||, = |a|||v||,-

Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, brauchen wir die alternative Darstellung

v, = sup {Z v(4;)]: neN, A, .., A, € Adisjunkt und |J A4; = Q} .
=1

Jj=1

2. Mai 2017 3/a



ETH Ziirich Mass und Integral D-MATH
FS 2017 Losung Serie 10 Prof. M. Schweizer

Falls man das positive Mass |v| = v* 4+ v~ definiert, dann zeigen wir allgemeiner,
dass fiir jede Menge £ € A

|v|(E) = sup {Z v(E;)|: n €N, Ey,...,E, € Adisjunkt und | J E; = E}
j=1 J=1
gilt.
Offenbar gilt namlich

und somit sup {--- } < |[v|(E).

Falls wir andererseits F; := QT N E und E, := Q™ N E setzen, dann erhalten wir

lV|(E)=vT(E)+v (E)=v(Q"NE)—v(Q NE)
=v(E1) — v(Ep) = [v(E)| + [v(E2))|

und somit |v|(E) <sup{---}.

Seien nun vy, v5 € R(A). Mit Hilfe der vorherigen Formel erhélt man

M=

|1 + el = Sup{ |(v1 4 1) (A;)]: }

7=1

NE

< sup { ([ (AH)] + [v2(Af)]) = - }

J

gsup{immj)\: ---}+sup{iruz<Aj>|z }

= [lwllo + llv2llo -

Also ist || - ||, eine Norm.
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