D-MATH Mass und Integral ETH Ziirich
Prof. M. Schweizer Losung Serie 14 FS 2017

14.1. Fiir jede nicht leere Teilmenge A von {1,...,n} setzen wir

EA2= ﬂEm E:4:=EA\UE1"
€A A

Die Mengen £, sind paarweise disjunkt und offenbar gilt

Ex=J B,
BoA

Eiu-UE,=|JE},
B

und

(-1)?o, = (Z): (-1 m(Ba).
#(A)=p

Deshalb gilt

> (10 = D (DD m(Ex) = (-1 T ()
=S m(E) ¥ (1),

AcB
Wir bemerken, dass, falls p = {(B), gilt
g p
> (1= Sy () =1
AcB r=1 r

und somit

i(—l)pap = - zB:m(Ejg) =-m(E,u-UE,).

Andere Losung: Wir benutzen Induktion. Sei oy := ¥ m(E; n...n E;) und
11<...<lp
T genes ip<n

Z(n)={m(Fv...uE, =Y _(-1)Ptop fir alle Fy,..., E, e R}.

Schritt 1. Wir beweisen Z(1).

Dann m(E;) = o} = ¥, (-1)P"lo].

Schritt 2. Wir nehmen Z(1),...,Z(n) an, und beweisen wir Z(n + 1).

Sei Ky,...,Epq € R, E! = E; fir alle ¢ < n-1und £} := E, U E,,;. Mit die

Induktionsannahme,

m(EyU... Ep)=m(Eju.. .UE]) =) (-1)""ol.
p=1
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Wir haben
o= m(E,n..nE)+ Y m(Eyn...nE _ n(E,0E..))
11<...<ip<n-1 11<...<lp-1<N

> m(E,n..nE )+

11<...<ip<n-1

+ Z m((EZlﬂﬂEl

11<...<lp-1<N

NE)u(E;,n...nE; _ nE,.))

p-1

Mit Z(2), m(Au B) =m(A) + m(B) -m(An B). Somit

ol = Z m(Eilﬂ...ﬁEip)-i-

11<...<ip<n-1

+ > m(Eyn..nE  nE,)+m(E,n...0E;  nE.)-
11<...<lp-1<N
- Z m(E,l n...N Eip—l N En N En+1)
Sei
[;: Z m(Eilﬁ...ﬁEip),
i1<...<lp<n—1
I’ = | Z m(E;,n...0nE  nE,)+m(E,n...nE;  NnE..)
11<...<ip_1<N
und

3
=% mE,n...0E _ nE,nEy..).
11<...<lp-1<N

Dann gilt o = I} + I2 - I3. Bemerken Sie dass op*! = [} + 2 + I3 | fiir 2<p <n, und

n+1

(B0 Bra) = (1o = S I s 1
p=1 p=1 =2

=+ R+ ()P D+ 2+ I+ (-1

p=2
n
= o+ Y ()P oyt + (1) onh
p=2

n+1

— (_1)p—10.n+1.

14.2.

Wir zeigen zuerst, dass B eine o-Algebra ist.
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1. Q¢ =@ ist abzdhlbar. Daher ist ) € B.

2. Ist A e B, so ist entweder A oder A¢ abzdhlbar. Dann gilt aber dasselbe fiir A€,
und somit ist A€ e B.

3. Seien Ay, Ay,---€B.
o Sind alle A; abzahlbar, so ist es auch die abzéhlbare Vereinigung.
o Ist stattdessen ein A, abzéhlbar, so gilt nach de Morgan
(UAi)C = () Af c Af,
ieN ieN
das abzahlbar ist. Daher ist (U;ey A;)¢ abzahlbar und U,y A; € B.
Wir zeigen, dass p ein Mass auf B ist.

1. (@) =0, da die leere Menge abzahlbar ist, und ©(€2) =1, da €2 iiberabzahlbar
ist.

2. Sei A = Upey Ag, eine disjunkte Vereinigung, A, € B. Falls alle A, abzahlbar
sind, so ist es auch A. Dann ist u(A) =0= Y724 u(Ag). Ist ein A; iiberabzéhlbar
(also p(A;) = 1), so ist Af abzéhlbar. Da alle A, disjunkt sind, ist Ay ¢ Af fiir
alle anderen k # [, d.h. alle tibrigen A;, missen abzédhlbar sein, also u(Ag) =0
fiur k # 1. Daher ist pu(A) =1=pu(A)) + X p(Ax) = X 1w(Ag).

Also ist u ein Wahrscheinlichkeitsmass auf B.

14.3.
Wir definieren fiir alle ¢ € (0,00) und n € Z

(1) = [[%,1)(2%_175 -[277M]),
wobei z — [z] die Abrundungsfunktion ist. Dann gilt fur alle ¢ € (0, 00)

t=> 2"an(t).

nez

(Die a,(t) sind die Ziffern der Bindrdarstellung von ¢, und wir bemerken, dass fir
t <27 gilt a,,(t) = 0.)

Besonders gilt fiir alle z € 2

f(z) =) 2"an(f(2)).

nez
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Dann setzen wir
Ap={xeQ:a,(f(x)) =1}
und bemerken, dass die Mengen A,, in A sind, da die Abbildung «,, o f messbar ist.

Offenbar gilt
flx)=3 2"14,(),

nez

und wegen der Monotonie des Integrals erhalten wir, weil f(x) > 2" auf A, ist,

1(A,) = 272" u(A,) < 27 fgfdu <oo.

14.4.
(a)
e HiY2)=0.
« Sei Ac BcX. Wir fixieren ¢ > 0. Seien § > 0 und {B;}$2, mit diam(B;) <,
Bc G Bj, so dass
=1

[ee)

HUB) +e> Z diam(B;)?.

Ausserdem gilt fj B;> A, und dann
j=1

HUB) +¢ > Z diam(B;)* > HE(A).
Fir € —» 0 haben wir
%g(B) > 7-[31(14).
Somit

HUB) = %13(1]37-[5(3) > sup’Hd(A) HAU(A).

o Sei A}, Ay,... ¢ X. Wir fixieren ¢ > 0. Sei 0 >0 und {B}}%2, mit diam(B}) <4,
A; c fj B;, so dass
=1

HI(A) t 5 i:: iam(B5)“.
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Somit . e
Z HY(A;) +e 2> diam(B))“.
=1 j5=1
Aber,
U Bi>UJA4
7,7=1 =1
Somit,

Y HG(A) +e > M (UAZ) :
i=1 i=1
Fiir € - 0, haben wir

S > 4 (E]A) |

Somit
2 (4;) = Z;sgop’}{(;(A i) > Saup(Z;Hd(A )) > sup%5 (UA ) =H? (QAZ)

Sei Ac X, 0<d; <dpund Sa(9) = {{U;}: U2, U; o A, diam(U;) < §}. Es ist klar dass
Sa(d1) € S4(d2). Dann gilt

Hf (A) = inf {Z diam(U;) } inf {Z diam(U;) }: H (A).

{Ui}eSa(1) {Ui}eSa(62)
Wir schliessen, dass H¢ ist monoton und

‘H%A)=?%?£(A)

(b) Sei 0 >0 beliebig und Mengen {B;}%2, mit diam(B;) =1; <4, so dass A c g B;

und

[ee)

Z <SHH(A)+1<H(A)+ 1.

Wir schatzen nun H!(A) mit derselben Mengen ab {B;}:

Hi(A) <

°““WP48
I I

2558
< *(A)

(
Fiir § — 0 schliessen wir H!(A) = 0.
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(c) Wir nehmen an, dass H*(A) < co. Aber, mit (b), wir haben dass H!(A) = 0.
Widerspruch!

14.5.

(a) Wir behaupten:

K ¢ (Q,d) kompakt < K =]J{z;} x K;

j=1
fur ein n e N und fur z; € Z, K; ¢ R kompakt, j € {1,...,n}.

In der Tat gilt, dass eine Menge K von der Form K = U7, {z;} x K; kompakt bzgl. d
ist. Falls andererseits K kompakt bzgl. d ist, dann hat jede Folge ((x;, ;) )iy in K
eine konvergente Teilfolge in K bzgl. d. Somit Ing € N : x,, = x,,, Yn,m > ny (aufgrund
der Definition von d). Dann ist ndmlich

Vn,m2zng : d((xmyn)7 (l'maym)) = |yn - ym|

und (¥;)isn, Miissen in einer kompakten Menge von R sein.

Also hat jeder Punkt (z,y) € Q durch

{z} x[y-e,y+e], >0
eine kompakte Umgebung und damit ist €2 lokalkompakt.
Wir betrachten jetzt fir m € Z und ¢ € N die kompakten Mengen {m} x [-¢,/].

Offenbar gilt
Q= U {m}x[_€7é]7

meZ,leN
d.h. © ist o-kompakt.

(b) Wie in Beweis von a) gesehen, sind die kompakten Mengen K in € von der Form
K = {z;} < K
=1
fur ein n € N und fir z; € Z, K; € R kompakt, j € {1,...,n}. Also ist
Sy = U1 {;}
J:

die gesuchte endliche Menge (mit f(z;,y) # 0 fiir ein y e R und j =1,...,n).
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(c) Wegen b) und der Struktur der komp. Mengen in € sehen wir, dass J wohldefiniert
auf IC(2) ist. Ferner ist J positiv und linear auf I(€2). Nach Satz 2.7 erhilt man
die Existenz eines eindeutigen Masses p auf By(€2) = B(£2) mit u(K) < oo fir jedes
kompakte K.

Sei zo = (20,%0) € 2 und sei € > 0. Sei 5: R — [0,1] stetig mit kompaktem Trager und
so, dass B(yo) =1 und suppf € [yo — €, 90 + €]. Sei

Fla.y) = { B(y) falls x =xg,

0 falls x + xq.

Dann ist f € () und Jf < 2e. Ausserdem gilt I,y < f. Daher erhalt man

p{0}) = [ Tegdus [ Fdu=Jf <2

und somit ist pu({zp}) =0, weil & beliebig war.
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