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Prof. M. Schweizer Losung Serie 2 FS 2017

2.1. Sei {An}men., € A eine Folge von paarweise disjunkten Mengen. Wir miissen
zeigen dass

ZA”M”(C{AWL) = i i )‘n“n(Am)-

m=1n=1

Die Ubung reduziert sich darauf zu zeigen, dass wir die Reihenfolge der Summierungen
vertauschen konnen. Tatséachlich gilt, weil u,, Masse sind,

2 (0)

e S (A

m=1

Z At (Ar)

m=1

M8 ANgk

Il
—_

n

Sei ayys = Z Z At (Ar). Weil g, Ay > 0, ist dann agyp, monotone in N und M.

Es folgt, dags "
M oo

aNM /' Qoo M = Z Z)\n,un(Am), N 7 oo

m=1n=1

und

N oo
aNM /" ONoo = Z Z Mpin (Ar)y, M 7 oo,

n=1m=1

Ausserdem haben wir, dass

Qoo pt /1 Q1 = Z Z)\n,un(Am), M /

m=1n=1

und
anNyM 7 g = Z Z An/Ln(Am% N 7 oo.
n=1m=1

Behauptung: oy = ao.

Wir fixieren ein beliebiges € > 0. Es gibt Ny, Ky >0 s.d.
0 > Qoo Ky 2 OUNp Ky 2> CNp,00 — € 2 Qg — 2€.

Ahnlich,
g > QN 00 2 NG Ky 2 Cloo, Ky — € > Q1] — 2€.

Wir schliessen, dass o = ap und, dass wir Summierungen vertauschen konnen.
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2.2,

(a) Fir jedes m,n e N ist klar, dass
ﬂ Ak c U Ak ,
k=m k=n

weil fir ¢ > max {m,n}

gilt. Deshalb folgt fiir jedes n

und damit

U ﬁAkQﬁgAk.

m=1k=m n=1

(b) Wir setzen B,, :=Ni,, Ak € An, Cr = Uge,, Ax 2 A, und bemerken, dass

B, 1 liminf A,,

und
C, | limsup A, .

gilt. Nach Satz 2.6 folgt

p(liminf A,,) = lim p(B,) < liminf x4 (A,)

und weil g endlich ist

limsup p (A,) <limp(C,) = p(limsup 4,,) .

(c) Dalimsup,, A, €Uz, A gilt, bekommen wir, dass

U (limsupAn) < u( U Ak) .
n k=m

Wir bemerken, dass fiir jedes N >m

M(LNJ Ak) SWIVSED 1IN
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gilt. Deshalb gilt nach Stetigkeit von unten g (U2, Ax) < Ypep, 14 (Ag), wenn N — oo.
Somit erhalten wir

,u(limsupAn) <> u(Ar) .
n k=m

Weil die Summe Y37, 1 (Ag) konvergiert, folgt lim,, Y p2,, 1t (Ax) = 0 und die gewtinsch-
te Aussage.

2.3. Aus der Vorlesung wissen wir, dass F' eine cadlag-Funktion ist (d.h. in jedem
Punkt z € R ist F' rechtsstetig und der linksseitige Grenzwert existiert). Aus der
Annahme folgt, dass F' aufsteigend ist. Seien n € N, 4 > 0 und dann

F(n) - F(-?’L) >0 x Z I{F(;r)—F(:v—): —n<z<n und F(x)-F(z-)28}-

Somit ist die Anzahl der Unstetigkeitpunkte mit p({z}) = F(x) - F(z=) 20 >0
endlich. Sei A, = (-n,n] und Bs = {z: F(x) - F(z-) > §}.

Damit folgt, dass die Menge

®n = U (An n B(;)

0>0,0€Q
hochstens abzahlbar ist.
Weil R = U A, schliessen wir, dass
neN
0:=6,
neN

hochstens abzahlbar ist.

2.4.
(a) Sei Ee Aund s(E)={Fc E,u(F) <oo}. Sei

fo(E) = sup p(A) = oo.
Aes(E)
Durch die Definition des Supremums haben wir, dass fiir alle M > 0 ein S € s(F)

existiert mit
oo > u(S) > M.

Somit gilt

fo(S) = sup p(A) < oo
Aes(S)
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d.h. po ist o-semiendlich. Wir missen zeigen, dass po ein Mass ist. po(@) = 0 ist
trivial. Jetzt nehmen Sie A; € A, i € N, paarwise disjunkte Mengen. Dann ist

Lo (Q Ai) =sup{pu(F): Fc @Ai,u(F) <oo}
= sup{z u(F;) - QE c @Ai,
< Ysup{u(F) By € A, Y p(F) < o0}

i=1 i=1

< Yesup{u(F) £ FL € A n(F) < 00} = (4

i=1 =

w(F;) < oo, F; paarwise disjunkte}

NgK

.

~
Il

—_

Fir die umgekehrte Ungleichung fixieren wir € > 0. Es gibt F; € s(A;), so dass

15
sup{p(F) : Fy € Ai, p(Fy) < 00} = — < u(Fy) < oo,

Durch Summieren iiber bekommen wir, dass wegen F; ¢ A; gilt

ZSUP{M(E) DI € Ay, pu(F;) < oo} << iu(ﬂ) +e< M(G F) +e

i=1

Somit, weil € beliebig ist,

i=1 i=

k
Sei Ej, = U F;, dann ist u(FEy) < oo, wenn u(F;) < oo ist. Daraus folgt
i=1

sup pu( Ey) = p(F),

k<oo

wobei F = [ F,. Somit,

i=1

(8

a)

fo (,@ Ai) = Yesup{p(F) £ F € A () < o)

sup{(F): ()= FL e A17M(F)<°°}<uo(

Il
—_

%

Wir schliessen, dass

und g ein Mass ist.
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(b) Sei E € A. Wenn u(FE) < oo, dann ist die Aussage klar (u(FE) = po(E)).

Behauptung: Ist p ein o-semiendliches Mass und p(FE) = oo, dann gibt es fiir al-
le C'>0ein FcFE mit C < pu(F) < oo.

Nehmen wir an, C' > 0 sei so, dass fiir alle F' c F gilt 0 < u(F) < C oder pu(F') = oo.
Sei M =sup{u(F): Fes(E)} und M <C. M >0 ist, weil u o-semiendlich ist. Sei
(F})ien € s(E) so, dass

FicFy,c---ckE.

Somit ist
lim p(F;) = M
Sei F' = U F;. Ausserdem pu(E N F) = u(E) = p(F) = oo = M = oo. 1 ist o-semiendlich,

und dann existiert A ¢ ENF, u(A) < co. Aber AUF € s(FE) und pu(F) = M <
p(A) + pu(F) < oo. Widerspruch!

Jetzt sei p(E) = co. Nehmen wir an, dass po(£) < co. Durch die Behauptung haben
wir, dass es ein F' ¢ E gibt mit po(F) < u(F') < co. Widerspruch! Somit ist po(E) = oo.
Wir schliessen, dass p = pg.
(c) Sei
0, VFcA F) = po(F
V(A):{, - 1(F) = o((F)

0o, sonst

Wir tberpriifen, dass i = pg + v und dass v ein Mass ist. Sei A € A.

Fall 1. u(A) < oo. Wir haben, dass po(A) = u(A) und v(A) = 0.

Fall 2. p(A) = oo, po(A) < co. Wir haben, dass v(A) = oo, und es ist klar, dass
p1(A) = 00 = pg(A) + v(A) = oo.

Fall 3. u(A) = o0, jug(A) = oo. Trivial.

Somit, p = po +v. Warum ist v ein Mass? v(@) = 0 ist klar. Jetzt seien {A;} paarwise
disjunkte Mengen, flel = A.

Fall 1. Wir nehmen an, dass fur alle i: VEF' € A;, u(F') = po(F'). Somit ist v(A4;) = 0.
Sei G € A und dann G = Ej GnA; mit po(GnA;) =p(GnA;). Somit, puo(G) = p(G),
und v(A) =0. -

Fall 2. Sonst, existiert ein A; so, dass es F' € A; € A gibt mit u(F') # puo(F'). Somit ist
v(A;) =oco=v(A) und v(A) = ozojll/(AZ)

Wir schliessen, dass v ein Mass ist.
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