D-MATH Mass und Integral ETH Ziirich
Prof. M. Schweizer Losung Serie 9 FS 2017

9.1.

(a) Seir =p,q= oo, also ;1) + % = 1. Mit Satz 4.2 haben wir

TN ey = N1 9llp < N lpll9loo-

Wegen f € LP(u), ||f]], < oo und [|g]]e < 00, gilt also

T()lp < oo
dh. T(f) € L(p).
(b) Wir fixieren ¢ € (0, ||g]|e). Sei ¢ := ||g||oc — £ und U := {z € Q: |g| > ¢}
Fall ;(U) = co.

Weil i o-semiendlich ist, existiert £ C U mit 0 < u(E) < co. Sei f = Ig. Somit

T ey = ll9Ielly = Hell(llg]le — &)-

Fall u(U) < 0.

Falls p(F) = 0 fur alle £ C U, so gilt dass inf{c > 0 : u({|g| > ¢}) = 0} < ||9]|co-
Widerspruch! Damit existiert £ C U mit u(E) > 0. Ahnlich zum Fall u(U) = oo
haben wir

T (e)llp = ll9Ielly > el (llglle —2)-

¢ ist beliebige und damit
T (Le)llp = [LEllpgl]so-

Aber 17|
| T[|, = sup £ <lgllso-
orferr || fllp
Wir schliessen dass
1Tl, = 119]]oo-

9.2.
(a) Sei Q@ =1[0,1] und f, = nI[O}]. Wir haben

fran=mr([n}]) -1
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fir alle n € N, d.h. f,, € L'. Ausserdem
Jim S%p/fn]{\fn\EC}dA = lim sup1=10.

Wegen A(€2) < ooschliessen wir mit Bemerkung 3.14,dass f, nicht gleichméssig
intergrierbar ist.

(b) Sei 2 =10,2] und

o= —n, z € ((k—1)27", k2"
ke n, € (1,2]

wobei k= 1...2" Sei J,;, := ((k — 1)27", k2"]. Die dopple Folge ist:
f117 f127f217 f227 f237 f247f317 cet

und
Schritte 1.
/f;de —n27" 50
Somit
fix — 0in L
Mit Satz 3.18 haben wir dass f,, ist gleichmassig integrierbar.
Schritte 2.
. . . . . + _ -
imint [ o = tiint [ 45— fu
= liminfn —n27"d\
nk—o00
=0
Schritte 3.
lkrkn_glof [ = 00l(19 und lqilrgggof(—f;k) = — lgiljllop frr = —00l(g1]. Somit

. . Jr _ — — _
/ lim inf £ — f.dA = 00 — 0.

Wir schliessen dass in Satz 3.21 wir brauchen

lim inf / Fad < 00
n—oo

2/s 25. April 2017



D-MATH Mass und Integral ETH Ziirich
Prof. M. Schweizer Losung Serie 9 FS 2017

sonst,
/ lim inf f,.d\
wohldefiniert nicht ist.

9.3.

(a) Zur Erinnerung:

[fllse = inf {c >0 u({[f] > c}) =0} .

Fall 1 Falls f ¢ LP(u) fir ein p < oo ist, dann gilt f ¢ L>°(u) wegen () < oo. Wir
schliessen

Tim [l = 00 = |l

Fall 2 O.B.d.A. kénnen wir f € LP(u),Vp < oo annehmen. Seien A < || f||oo und F
die Menge definiert als
E={w:|f(w)]>A}.

Dann gilt nach Definition des Infimum
u(E)>0.
Somit gilt

Ap(E)P < /E\f!”du>l/p

(
(/Qlf\”du)l/p

< (7)1 o -

IN

Wenn p — oo geht, sehen wir, dass

1/p
A < liminf (/ |f\pdu>
Q

p—0o0

und

' 1/p
lim sup (/Q lfIP d,u) < | flloo

p—0o0

gilt.

Weil A < || fl|o willkiirlich sein kann, erhalten wir die gewiinschte Aussage

i [ fllp = [/l

p—00

(Man beachte, dass das alles auch gilt, wenn || f||,. = oo ist.)
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(b) Weil Q p-o-endlich ist, konnen wir eine Folge (€2,,),en finden, so dass

Qn an—‘rlv U Qn:Q

neN
mit 1(€2,) < oo gilt.

Wir betrachten die Funktion f, = fIq,, die in dem Raum L£°(€,, u) ist. Nach dem
Punkt a) (mit €,,) erhalten wir somit fir alle n

. 1/p
lim (/Q |fIP d,u) = |fulloon == anHLoo(Qm#) _

p—00

Wir bemerken, dass || fu||con ./ || floo gilt. Die linke Seite besitzt deshalb einen Limes
fiir n — oo und somit gilt

. . 1/p
lim hrrolo (/Q |f|pdu> = [[fllo -

n p—

Offenbar ist der Limes unabhéngig von der Zerlegung (€,),, die wir benutzt haben.

9.4.

=) Weil p o-endlich ist, kénnen wir fiir alle £ € N disjunkte Mengen €, € A mit
() < oo und Ugey 2 = 2 finden.

Sei (zx)ken C (0,00) mit Y32 x < 0o. Gegeben 1 < g < 0o definieren wir g,

als y
[e’e) q
Tk
= 1o, .
9a Z (M(Qk)> o

k=1

Es ist klar, dass g,(w) > 0 fiir alle w € € ist. Ausserdem gilt fir alle X' € N

/Q é(ﬂ(yggk)> fo

und deshalb erhalten wir nach dem Satz von Beppo Levi

/ |9q|" dpp = Zxk < o0,

k=1

/QZ k [de/i Zwk,

k= 1

d.h. g, € Li(u).
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<) Sei e > 0. Wir betrachten die Menge
E(e) i=Aw: |gy(w)|? > e} € A.
Nach der Markov-Ungleichung erhéalt man sofort

cu(B() < [ gydp < oo,

weil nach Voraussetzung g, positiv und in L7(u) ist. Deshalb sehen wir, dass

(e < 190 o

Sei nun (g,,)neny mit €, \ 0 und N := {w : g,(w) = 0}. Nach Voraussetzung ist
p(N) = 0. Daher schliessen wir

Q= (nGIE(en)> UN,

d.h. p ist o-endlich.
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