D-MATH Mass und Integral ETH Ziirich
Prof. M. Schweizer Serie 2 FS 2017

2.1. Sei (fin)nen eine Folge von Massen auf einer o-Algebra A C 2. Seien ferner

An € [0,00),n € N. Zeigen Sie, dass ioj Anfln, €in Mass ist.
n=1

2.2. Seien Q # (), A C 2% eine o-Algebra und p : A — [0, 00) ein endliches Mass. Fiir
eine beliebige Folge von Mengen (A,,), .y € 29 definieren wir

limsup A,, := ﬂ U A

n=1k=n

und o =
liIr}liann = U ﬂ Ag .
n=1k=n
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) liminf, A, Climsup, A, .
(b) Sei (A,)

nen © A. Dann gilt

/L(lirr%zinf A,) < lim inf 4 (An) <limsupp(A,) < p(limsup A4,,) .

(c) Falls 302, i (A,) < oo, dann gilt u (limsup,, 4,) = 0.
(Dieses Resultat heisst in der Wahrscheinlichkeitstheorie das erste Lemma von
Borel-Cantelli.)

2.3. Seien A = o ({alle endlichen Vereinigungen von (a,b] mit ¢ < b und a,b € R})
fur @ = R, und p erfille lim,, 1 ((2,0]) < oo und u ((z,y]) < oo fiir alle z,y € R.
Zeigen Sie, dass die Verteilungsfunktion F' von p, definiert als

F(z) = p((—o0,x]), z€R,
hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitspunkte besitzen kann, und dass F' genau dann

in zo € R unstetig ist, wenn u ({zo}) > 0 gilt.

2.4. Seien Q # 0, A C 2% eine o-Algebra und p : A — [0, 00] ein Mass. Dann heisst
p o-semiendlich, wenn aus u(E) = oo, E € A folgt, dass F' € A existiert mit FF C E
und 0 < p(F) < oo.

Jetzt sei p ein Mass, und py = sup{u(F) : F' C E,u(F) < oo}. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:
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(a) po ist o-semiendlich.

(b) Ist p o-semiendlich, dann gilt p = py.
Tipp Zeigen Sie: p ein o-semiendliches Mass und p(E) = oo, dann existiert fiir
alle C' > 0ein F C F mit C < p(F) < oo.

(c) Es gibt ein Mass v mit
M= o + V
wobei v : A — {0, 00}.

Abgabetermin:
Bitte geben Sie Ihre Losungen bis spatestens Dienstag, 07.03.2017.

Allgemeine Informationen sind unter:
http://metaphor.ethz.ch/x/2017/fs/401-2284-00L/
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