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4.1. Sei E ⊆ R eine Lebesgue-messbare Menge. Zeigen Sie: Für alle ε > 0 existiert
eine offene Menge O ⊇ E mit λ(O \ E) ≤ ε.

4.2. Seien λ das Lebesgue-Prämass, λ∗ das im Beweis von Satz 3.3 konstruierte
äussere Mass und λ̃ das Lebesguemass.

(a) Seien M ≥ 0 und f : (a, b)→ R so, dass die Ableitung f ′ existiert und für alle
x ∈ (a, b): |f ′(x)| ≤M . Zeigen Sie, dass für alle E ⊆ (a, b) gilt

λ∗(f(E)) ≤Mλ∗(E).

(b) Sei E ⊂ R eine Lebesgue-messbare Menge mit λ̃(E) = 1. Zeigen Sie, dass A ⊂ E
existiert mit λ̃(A) = 1

2 .

4.3. Diophantische Approximation: Sei α > 2. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Für fast alle x ∈ R (d.h. für alle x im Komplement einer Lebesgue-Nullmenge) existiert
ein ε > 0, so dass für alle rationalen Zahlen p

q
mit p, q ∈ Z, q 6= 0 gilt∣∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣∣ > ε

|q|α
.

4.4. Wir betrachten den Ring

R := {alle endlichen Vereinigungen von (a, b] mit a, b ∈ R, a ≤ b}

und eine wachsende RCLL Funktion F : R→ R. Falls {(aj, bj]}nj=1 disjunkte Intervalle
sind, definieren wir

µ

 n⋃
j=1

(aj, bj]
 :=

n∑
j=1

(F (bj)− F (aj))

und µ(∅) = 0. Zeigen Sie ohne Benutzung von Satz 2.13 oder Proposition 2.16, dass µ
ein Prämass auf R ist.

Bemerkung: Für F (x) = x folgt mit Satz 3.3 insbesondere die Existenz des Lebesgue-
masses auf R. Ist F eine Verteilungsfunktion mit F (−∞) := limx→−∞ F (x) = 0 und
F (∞) := limx→∞ F (x) = 1, so liefert Satz 3.3 die Existenz einer Zufallsvariablen X
mit Verteilungsfunktion F (nämlich Ω = R, A = σ(R), P = µ̃ = Fortsetzung von µ
aus Satz 4.1., und X(ω) = ω).
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