D-MATH Mass und Integral ETH Ziirich
Prof. M. Schweizer Serie 7 FS 2017

7.1. Seien f, : @ — R, n € N, messbar.

(a) Zeigen Sie: Gilt f, > g p-f.ii. fiir jedes n mit g € £'(u), so folgt
/ (hmninf fn> dpt < lim inf / fodp. (1)

(b) Zeigen Sie: Ohne die zusétzliche Voraussetzung ist (1) im Allgemeinen falsch.

7.2. Seien —oo < a < b < oo und f : [a,b] — R eine Funktion. Eine Zerlegung o von
[a, b] ist eine endliche Folge a = zp < 1 < --- < &, = b. Wir definieren

n

M(o) =Y (xi —xzi1)sup {f(y) : y € [zi1, 23]}

i=1

und
n

m(o) =Y (x; — zim) inf {f(y) : y € [zio1, 2]}

i=1
und sagen, dass f Riemann-integrierbar ist, falls

00 > iI(}fM(O’) =supm(o) > —o0

[

gilt. Sei A das Lebesguemass auf [a, b]. Zeigen Sie: Falls f Riemann-integrierbar ist,
so ist f ist Lebesgue-messbar und

iro_lfM(a) = sup m(o) =: /[a,b} f(z)de = /

[a

fd.
4

7.3.

(a) Sei (X, A, p) ein Massraum und f: X X [a,b0] = R, —00 < a < b < o0 eine
Funktion mit und f(-,¢) : X — R € L}(p) fir alle ¢ € [a,b]. Nehmen Sie an,

0 0
dass 0{ existiert und ’6{(1‘7 t)’ < g(z) fiir alle z und ¢, wobei g € L' (). Zeigen

Sie, dass
af 0
[ St tdn == | . dp.

(b) Berechnen Sie Lim 3 fad\ fiir

1+ nx
(T4

1) fn(x> =
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nxlogx
D) Inle) = T e

7.4. Seien (£, A, 1) ein Massraum, Y eine Menge und ¢ : 2 — Y eine Abbildung.
Wir definieren den Pushforward von A als die o-Algebra
oA ={BCY:¢7(B) € A} C2"
und den Pushforward von p als die Abbildung ¢.u : ¢.A — [0, 00], so dass
¢upu(B) = (¢~ (B)).

(a) Zeigen Sie, dass (Y, ¢.A, ¢.u) ein Massraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass ¢,.A die grosste o-Algebra ) auf YV ist, fir die ¢ A-)-messbar
ist.

(c) Zeigen Sie, dass f: Y — R ¢, A-messbar ist genau dann, wenn fo¢: Q — R
A-messbar ist.

(d) Sei f:Y — [0,00] ¢p..A-messbar. Zeigen Sie die Transformationsformel
£ @) dulw) = [ fy)do.n(y). 2

(e) Zeigen Sie, dass (2) auch dann gilt, wenn Y C 2" eine o-Algebra auf Y, ¢
A-Y-messbar und f Y-messbar ist.

Abgabetermin:
Bitte geben Sie Ihre Losungen bis spatestens Dienstag, 11.04.2017.

Allgemeine Informationen sind unter:
http://metaphor.ethz.ch/x/2017/£fs/401-2284-00L/
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