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SERIE 2 — MUSTERLOSUNG

1. AUFGABE: GRUPPENAUTOMORPHISMEN UND PRODUKTE VON GRUPPEN

(1) Die bijektiven Abbildungen einer beliebigen Menge auf sich selbst bilden eine Gruppe unter
Komposition. Das neutrale Element ist die Identitétsabbildung und das inverse Element zu einer
Abbildung ist die inverse Abbildung.

Es geniigt also zu zeigen, dass Aut(G) eine Untergruppe der Gruppe der bijektiven Abbil-
dungen G — G ist. Die Identitéitsabbildung id ist in Aut(G), da sie bijektiv ist und id(g192) =
9192 = id(g1)id(g2) erfiillt, also ein Automorphismus von G ist. Falls ¢1, ¢2 € Aut(G), dann ist
auch ¢; o g3 € Aut(G), da diese Abbildung bijektiv ist und ein Homomorphismus ist:

¢1 0 ¢2(9192) = 1(92(9192)) = d1(D2(91)92(92)) = d1(P2(91))P1(P2(g2)) = P1 © P2(g1)P1 © P2(g2).

Schliesslich folgt aus ¢ € Aut(G) auch ¢! € Aut(G), da ¢! ebenfalls bijektiv ist und ein
Homomorphismus ist:

¢~ g192) = 07 (D07 (91)) (¢ (92))) = ¢~ (D™ (1) (92))) = ¢ (91)d ™ (g2)-

Wir haben also gezeigt, dass Aut(G) eine Untergruppe der Gruppe der bijektiven Abbildungen
G — G ist. Damit ist Aut(G) selbst eine Gruppe.
(2) Das Produkt von zwei Elementen aus G x H ist offensichtlich wieder ein Element von G x H.
Wir iiberpriifen direkt die Axiome einer Gruppe:
e Assoziativitit: Es gilt

((917h1)(927h2))(93, h3) = (9192, h1h2)(g3, h3) = ((9192)93, (h1h2)h3)

= (91(9293), (h1(h2h3)) = (g1, h1)(g293, hah3) = (gl,hl)((gz, h2)(937h3)>7

wobei wir die Assoziativitdt der Verkniipfungen in G und H verwendet haben.
e Neutrales Element: Seien 1¢ und 1y die neutralen Elemente von G und H. Dann ist (1¢, 1)
das neutrale Element in G x H:

(1G71H)(g7h) = (1G97 1Hh) = (ga h‘) = (91G7h1H) = (g7h)(1G'7 lH)
e Das Inverse von (g,h) € G x H ist (g7, h™1):
(9. 10) (g h™1) = (g9~ hh ) = (1g,1m) = (g 'g.h " h) = (g7, h ) (g, h)

(3) Es gilt h1p(g1)(h2) € H, also ist die Multiplikation (H x,G) x (H x,G) — H x, G wohldefiniert.
Wir iiberpriifen wieder die Axiome:
e Assoziativitit: Die Definition gibt:

((hlagl)(hz’gz))(h&g?)) = (h1p(g1)(h2), 9192)(h3,93) = (h1p(g1)(h2)p(g192)(h3), (9192)93)

Nun verwenden wir, dass p(g192) = p(g1) o p(g2) und erhalten

(hp(gn) (h2)p(g1) (p(92)(1s) ) (9192)9s)

Nun verwenden wir, dass p(g;) ein Homomorphismus H — H ist und erhalten
(hp(91) (hap(92) (hs) ) (9192)98) = (h1p(91) (h2p(g2) (hs) ) 91(9295)) = (1, 1) (hap(92) (ha), g2gs)
= (h1791)((h27g2)(h3793))

was zu zeigen war.
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e Neutrales Element: Da p : G — Aut(H) ein Homomorphismus ist, gilt p(1g) = idg. Also
gilt
(1m,1e)(h.g) = Qup(le)h, 1ag) = (idu(h), 9) = (h, g).
Da p(g) : H — H ein Homomorphismus ist, gilt p(¢)(1x) = 1y und damit
(h,9)(1m,1e) = (hp(9)(1n), 91lc) = (hlm,g) = (h,9).

Also ist (1x,1¢) das neutrale Element.
e Inverses: Um das Inverse von (h, g) zu bestimmen miissen wir die Gleichungen

(hag)(h/’gl) = (1Ha 1G)
(h’/’g/)(hmg) = (1Hv IG)

nach I/, ¢’ 16sen. Wir setzen die Definition der Multiplikation ein:
(hp(g)l',99') = (1u,1c)
(Wp(g)h,g'9) = (1m,1c)

Wir sehen, dass wir ¢’ = g~ ! setzen miissen, damit die zweite Komponente in jeder Glei-

chung erfiillt ist. Es bleibt die erste Komponente:
hp(g)h' = 1u
Wplg~")h=1g

Die zweite Gleichung ergibt b’ = (p(g~1)(h))~!. Dies lést auch die erste Gleichung:
ho(9)(p(g™")(R) ™ = h(p(g)(p(g~ ") (1))~ = h(p(g) 0 p(g~ ) ()" = hlp(gg)(h)) " = h(h) ™" = 1.

Also ist das Inverse von (h, g) durch

o = ((otam) o)

gegeben.

2. AUFGABE: NORMALTEILER UND FAKTORGRUPPEN

Wir verwenden die Notation aus dem Skript: G = Dg = {1, R, R?, R3, R*, R%, S, RS, R?S, RS, R*S, R°S}.
Es gelten die Relationen S? =1, R® =1 und

(1) SR = R®S.

Wir haben also H = {1, R%, R*}.

(1) Wir miissen iiberpriifen, dass Vg € GVh € H3h' € H : gh = W'g. Fiir g € {1, R, ..., R%} ist dies
klar, da diese g mit allen h € H vertauschen. Fiir ¢ = R/S mit j € {0,5} und h = R? mit
1 =1{0, 1,2} hingegen gilt mit Gleichung

gh=RISR” = RIR*°S = R RIS = I'g

mit A’ = R, Es gilt b/ € H, da 0 =0, 10 = 2 und 20 = 0 modulo 4.

(2) Die Faktorgruppe G/H hat die Elemente [g] = {gh : h € H}. Wir finden durch Rechnen mit
Relation :

[1] = {1,R* R'} = [R?] = [R"]

[R] ={R,R*, R’} = [R’] = [R’]

[S] = {S, R?S, R*S} = [R?S] = [R*S]
]

[RS] = {RS, R3S, R°S} = [R3S] = [R®S].
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Also besteht die Faktorgruppe G/H aus den vier Elementen [1], [R], [S], [RS]. Die Gruppenmul-
tiplikation in G/H geht iiber die Reprisentanten. Z.B.:

[S][R] = [SR] = [R°S] = [RS].
Wir finden so die Gruppentabelle:

G/H| 1] [R] [S] [RS]
[1] [ [’ [S] [RS]
(7| (R [ [RS][S]
[S] | [S1[RS] [1  [R]
[RS] | [RS] [S] [R] [U

Wir wollen mit der Gruppenstruktur von Z /2 Z x Z /2 Z vergleichen. Wir verwenden die Notation
7 /27 = {0,1} und erhalten die Gruppentabelle

Z/2ZxZ/2Z| (0,00 (1,1) (0,I) (1,0)
(0,0) (0,0) (1,1) (0,1) (1,0)
(1,1) (1,1) (0,0) (1,0) (0,1)
(0,1) (0,1) (1,0) (0,0) (1,1)
(1,0) (1,0) (0,1) (1,1) (0,0)
Wir sehen, dass ¢ : G/H — Z /2Z X Z /2 Z mit
¢([1]) = (0,0)
S(R)) = (1,7)
¢([S1) = (0,1)
¢([RS]) = (1,0)

einen moglichen Isomorphismus liefert.

3. AUFGABE: DIE GRUPPE SO(3)

Wir zeigen, dass SO(3) eine Untergruppe von GL(3,R) ist. Offensichtlich ist die Einheitsmatrix
in SO(3). Falls A € SO(3) so folgt (A™HT = (AT)"1 = (A1)~ und det A~! = (det A)~! =
17! = 1. Also ist auch A~! € SO(3). Falls A, B € SO(3), so folgt (AB)TAB = BTATAB =
BTIB = BTB = . Ferner det(AB) = det Adet B = 1. Also ist auch AB € SO(3). Damit ist
SO(3) eine Untergruppe von GL(3,R) und damit auch selbst eine Gruppe.

Sei A € SO(3). Die Bedingung, eine Rotationsachse zu besitzen ist genau die Bedingung, dass 1
ein Eigenwert von A ist. Wir miissen also det(A — I) = 0 zeigen. Es gilt

det(A —I) = det(A)det(A —I) = det(A™ ") det(A — I) = det(A~ (A - 1))

(3)

=det(I — A7Y) =det(I — A7) = det((I — A)T) = det(I — A) = (=1)3det(A — 1)
=—det(A—-1)
Also ist det(A — I) = 0 und es existiert ein v # 0 mit Av = v.

Sei v # 0.
(a) Sei A € SO(3). Es gilt fiir alle B € SO(3):

B € SO(3) 4y & BAv=Av & A'BAv=v & A"'BA € SO(3),
& B= A(A—lBA)A—1 € ASO(3),A~".

(b) Intuition: Die Drehgruppe SO(2) rotiert R* um die Achse v. Das ist genau das, was SO(3),
tut. Zunichst wollen wir das Problem einfacher machen, indem wir v auf die z—Achse rotie-
ren: Sei A € SO(3) mit Av = (0,0, [v|) =: vy. Die Abbildung

¢:S0(3), = SO(3)a, ¢(B)=ABA™!

ist nach Teil (a) wohldefiniert und ferner ein Gruppenisomorphismus: ¢ ist bijektiv, die Inver-
se ist B~ A"1BA. ¢ ist Homomorphismus: ¢(B1Bs) = AB1BoA™! = ABjA ' AB, A7 =
¢(B1)¢(Ba).
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Wir wollen nun SO(2) als Rotationsgruppe um die z—Achse verstehen: Wir definieren

Ao
00

0
¥ :50(2) = SOB)v,  Y(Ao) = 0
1
Es ist ¢(A0)T = w(AL) = ¥ (Ag") = ¥(Ap)~" und det)(Ag) = det Ag = 1. Auch gilt

W(Ao)vg = vo. Also ist ¢ wohldefiniert. Ferner ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus: Es gilt
’lﬂ(HQ) = Hg und

0 0 0
A B Ao B
Y(Ao)Y(Bo) = 0 O 0] =" 0] =v(AiBy)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Der Gruppenhomomorphismus v ist offensichtlich injektiv. Wir behaupten, dass er auch
surjektiv ist: Sei B = (b;;)i; € SO(3)y,. Dann gilt

b1 b1z biz\ (O b13 0
ba1  bay  bos 0)=1bas|=1{0
b31 b32 b33 1 b33 1
also
b1 b2 O
B= b b2 0
b3 b3z 1
Da die Spalten der orthogonalen Matrix B zueinander orthogonal stehen, folgt b3; = b3 = 0.
Also
b1 b2 O
0 0 1
Wir setzen By = (ZH lb)12>- Nun verwenden wir B € SO(3): Es gilt det By = det B =1
21 022
und
0
T
I=B"B By Bo ,
0 0 1

also auch B By = I5. Also ist By € SO(2) und ¥(By) = B. Also ist 1 bijektiv und damit ein
Gruppenisomorphismus. Der gesuchte Gruppenisomorphismus SO(2) — SO(3), ist damit

¢t o1y :SO(2) — SO(3),

0
By AL PO o) 4
00 1

4. AUFGABE: EINE MATRIX—GRUPPE

Wir zeigen, dass diese Matrizen eine Untergruppe der Gruppe der komplexen invertierbaren 2 x 2—
Matrizen bilden.

Die Einheitsmatrix ist durch 8 = ¢ = ¢ = 0 realisiert und bildet das neutrale Element.

Durch rechnen findet man

A(¢la 917 wl)A(¢25 92a ¢2) = A(¢, 97 ,(/))
falls

i(x14x2)

e COS(O[) =e COS (¥1 COS (g — e'W2=v) gin a sin o

e sin(a) = e W1t2) 6in oy cos ag + ! ¥27%1) cos oy sin s,
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wobei wir x = @, Yy = @ und o = g gesetzt haben (und analog z;,y;, ;). Um zu zeigen, dass die
A(¢, 8,1) unter Multiplikation abgeschlossen sind, miissen wir also zeigen, dass diese Gleichungen nach
x,y,a € R auflosbar sind. Das ist genau dann der Fall, wenn

(2)

‘ei(11+fr2)

cos ap cos g — ' ¥27Y1) gin o sin as|® + \el(?“*“) sin o cos ag + #2771 cos g sin al? =1,

da wir dann die beiden Gleichungen im Betrag durch Wahl von « lésen kénnen und danach die Phasen
x und y separat wahlen konnen. Gleichung sieht man wie folgt: Wir setzen u = yo — y1 — 21 — x2 und
rechnen:

|e’(x1+x2) cos ap cos g — €' ¥27Y1) gin a sin sl + |e’(y1+x2) sin o cos ag + #2771 cos g sin asl?

=| cos a cos ap — €™ sin @y sin ap|? + | sin ay cos ay + €™ cos o sin ap|?

=| cos a1 cos ag — cos u sin v sin g + 4 sinu sin o4 sin 042|2 + | sin oy cos ag 4 cos u cos aq sin ag + 4 sin u cos avg sin ae 2
2 2 2, 2 2 : : S22 -2

= c08” a1 cos” ag + cos” usin® aig sin“ ag — 2 €COS U COS (v COS (g Sin 1 Sin (g + sin” u sin” a1 sin” ag

+ sin? o cos® g + cos? u cos? oq sin® vy 4+ 2 cos u sin o sin g cOS g COS Qg + sin? u cos? fo%1 sin? (oD

2 2 2 2 2

= cos” ap + cos” usin” ag + sin“ usin® ag = 1.

Also sind die A(¢,0,) geschlossen unter Matrixmultiplikation.

Wir miissen noch zeigen, dass A(¢,0,1)~! ebenfalls von der Form A(¢’,¢’,1') ist. Durch Rechnung
finden wir

A(9,0,9)"A(9,0,¢) =1
Also ist A(¢,0,9)~t = A(¢,0,9)*, d.h. die As sind Hermitesche Matrizen. Wir haben

—T ei_¢2_¢ cos & z'ei_wz‘Jrq5 sin 2
* — 2 - 2
A(¢a 03 rlzb) - A(¢, 07 1/)) - v oty . 9 i¢+¢ ‘]
—ie' "2 sing e'"2 cosg
Falls dies gleich A(¢',6’,4’) sein soll, folgen die Gleichungen

P 0 &t 0

e’ 2 cos—=¢e" 2z Cos—
2 2

. j=Yte Lol o’

—te' 72 sin— =14e" 2 sin—

2 2

ooty I

—ie' 72 sin- =14 2 sin —

2 2

ot 8w’ o’

ez cos—=c¢e Z  COS —

2 2

Wir wihlen 0/ = —0 und erhalten eine Inverse falls
b= o/t . jobte i . oot R ' jotw _joltuw’
e 2 fr— e 2 5 Ze 2 g 7,6 2 Ze 2 = Ze 2 s e 2 fr— e 2

Diese Gleichungen werden durch ¢/ = — und ¥’ = —¢ gelost. Also haben wir A(¢,0,1)~! = A(—, -0, —¢).
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