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1. AUFGABE: SYMMETRIEGRUPPE DES REGULAREN TETRAEDERS

Seien p1, p2, p3, p4 die Ecken des Tetraeders in beliebiger Reihenfolge. Jede Isometrie liasst die Ecken
fix. Also Permutiert jede Isometrie die vier Punkte p1, p2, p3, ps. Dies definiert eine Abbildung ¢ : G — Sy,
die ¢(g)(j) = k genau dann erfiillt, wenn g(p;) = px. Die Abbildung ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus:
Falls eine Isometrie g die Ecke py auf p; abbildet, und h die Ecke p; auf py, so folgt, dass g o h die Ecke
p; auf p; abbildet, also ¢(goh)(j) = I. Auf der anderen Seite gilt ¢(g)(¢(h)(j)) = ¢(9)(k) = 1. Also ist ¢
ein Homomorphismus. Da eine Isometrie, die alle Ecken fest ldsst, die Identitét ist, folgt, dass ¢ injektiv
ist. Transpositionen in S* erzeugen S* und werden durch Spiegelungen des Tetraeders an Flichen, die
eine Kante des Tetraeders beinhalten, realisiert. Also ist ¢ surjektiv.

2. AUFGABE: DUALE DARSTELLUNG
(1) Es gilt
p*(gh)(¢) = ¢ o p((gh)™")
(

=¢o (p(h™") o p(g™")

= (pop(h™"))op(g™)
=p*(g9)(@op(h™")

= p"(9)(p* (h)(8)) = (p*(9) © " (h)) ()

fiir alle ¢ € V*. Also ist p* ein Homomorphismus.

(2) Wir suchen die Matrix B(g) von p*(g) bezliglich der Dualbasis zur Standardbasis. Seien a;;(g)
die Matrixeintrége von p(g) beziiglich der Standardbasis und b;;(g) die von p*(g) beziiglich der
Dualbasis. D.h.

p(9)e; =D erarj(g) pr(9)(€)) =D erbij(g)-
k=1 k=1

Es gilt e (e;) = d;5, also

also ist A(g~1) = A(g)~!. Wir erhalten B(g) = (A=1)T.

3. AUFGABE: SPEZIELLE UNITARE GRUPPE

(1) Mit A, B € SU(2) folgt, dass auch det AB = det Adet B = 1 und AB AB = B' A’ AB =
B'B=1, also AB € SU(2). Mit A € SU(2) folgt det A~! = (det A)~! = 1 und (A~1)~1 = A =
(ZT)*1 AT Ao Al e SU(2). Also ist SU(2) ein Untergruppe von GL(2,C).
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SU(2) ist jedoch kein Normalteiler von GL(2,C): Es miisste fiir alle A € SU(2) und M €
GL(2,C) wieder MAM~! € SU(2) sein. Die Determinantenbedingung ist erfiillt. Jedoch gilt

(MAM )" MAM™ = (M)A (M M)AM~".
Um also die Aussage zu widerlegen miissen wir M betrachten, die nicht unitér sind und A, die

nicht diagonal sind. Fiir die Wahlen M = <(1) 1) und A = <(Z) Ez) ergibt dieser Ausdruck

z.B. <_12 _52>, was nicht die Einheismatrix ist.
(2) Es gilt

und

Ferner gilt

det cqst smi =cos?t +sin’t =1
—sint cost

ZTA— cost —sint cost sint) (1 O
~ \sint cost —sint cost)  \0 1)°

und

4. AUFGABE: HOMOGENE POLYNOME
(1) Es ist klar, dass die f; € U,, den Raum U,, aufspannen. Wir zeigen, dass sie linear unabhéngig
sind: Seien ay, . . ., a, € C mit Z?:o ajfj = Z?:O ajz]zy 7 = 0. Werte dieses Polynom fiir zo = 1

aus. Wir erhalten 77 a;27 =0, also a; = 0 fiir alle j.
(2) Wir rechnen:

it 0 i i s it m i
Pn (60 eit) (f5) = fi(e o etz) = (672 ) (et zy) T = it(n 23)fj~
Ferner:

cost sint cost —sint 21
Pr\ _sint cost sint  cost 29

= (costzy — sintzy)?(costzy + costzy)" 7

n

n—

] .
( ) (n - ]) (—1)j_“(cos t)a+7‘_j_b(sin t)j_‘”bz?ﬂ’zg*“*b
a
—0

|
M“‘

a=01b

mit
1 n—1 . . .
ri(t) = Z (i)( b j)(—l)J @(cost)* I (sing)—at?
wobei die Summe iiber alle ¢, b mit 0 < a <j,0<b<n—jund a+b=1 geht.
it
(3) Sei p(z1,292) = Z;.L:O a; f; Element des invarianten Unterraums V. Wenden wir py ( (eo 69“))
auf p an, so erhalten wir

n
Zajeit(n72j)fj cv

Jj=0
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fiir alle ¢, da V invariant ist. Also auch

n
Zaje*%tjfj eV
=0
da V ein Vektorraum ist. Wenn wir dies m mal nach ¢ differenzieren und ¢ = 0 setzen erhalten

WIr
n

Z vjmajfj eV

§=0
mit v, = ()™, da alle Differenzenquotienten in V' liegen, und V' abgeschlossen ist. Wir wollen
aus diesen Elementen von V die Elemente a, f; als Linearkombination konstruieren. Dazu suchen
Wir @y € C mit

n n
arf = Z Zamzvjmajfj ev

m=0 j=0
Die oy sind die Komponenten der inversen Matrix von (vjym,)j,m=o0,....n, falls diese existiert. Diese
Matrix ist invertierbar, da sie eine Vandermonde—Matrix ist. Wir erhalten a;f; € V. Fiir alle [

mit a; # 0 folgt also f; € V.

(4) Wir nehmen an, dass es einen invarianten Unterraum V C U, gibt, der V' # {0} erfiillt. Wir
miissen V = U, zeigen. Dazu zeigen wir, dass alle Basisvektoren f; in V liegen. Wir wéhlen
irgend ein v € V, dass nicht gleich 0 ist. Wir schreiben v = Z?:o a; f; und wissen, dass es ein j

gibt mit a; # 0. Also f; € V nach Aufgabenteil (3). Ferner wissen wir, dass p, (C:islft 23:;) fi

in V liegt, da V invariant ist. Nach (2) gilt also

n

Y onfiev

=0

n(t)=3" (i) (n . j> (—1)7- (cos )7 sin £)7 -4+

a,b

mit

wobei die Summe iiber alle ¢, b mit 0 < a < j,0<b<n—jund a+b=1geht. Seil € {0,...,n}
beliebig. Nach (3) geniigt es, um f; € V' zu zeigen, dass es ein ¢t € R gibt mit r(t) # 0. Wir
nehmen an r;(t) sei die Nullfunktion. Also ist

j n— J j—a j—a+b
0= —1)77%(tant)? o+ VteR
Z()(b)< = (tant) e
Es folgt
-3 (2) (” . J) (—1)ii et vreR
Alle Exponenten j — a + b in der Summe sind paarweise verschieden. Dies ist ein Widerspruch

zur linearen Unabhéngigkeit der Monome z%, w € N. Also ist r;(t) nicht die Nullfunktion, und
fi € V mit (3). Also ist V = U,, und U,, damit irreduzibel.

Abgabe am 15./16. Mirz in der Ubungsstunde oder in den Fichern im HG F 27.
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