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1. Aufgabe: Kronecker–Produkt von Matrizen

Der Matrix–Eintrag

(A⊗B)(i′,j′),(i,j)

ist per Defintion der Koeffizient von (f ⊗ g)(vi ⊗ wj) bezüglich dem Basisvektor v′i′ ⊗ w′j′ . Es gilt

(f ⊗ g)(vi ⊗ wj) = f(vi)⊗ g(wj)

=

( n′∑
i′=1

Ai′iv
′
i′

)
⊗
( m′∑

j′=1

Bj′jw
′
j′

)
=

∑
i′=1,...,n′

j′=1,...,m′

Ai′iBj′jv
′
i′ ⊗ w′j′ .

Also folgt

(A⊗B)(i′,j′),(i,j) = Ai′iBj′j .

In der gegebenen Anordnung der Basisvektoren ist also

A⊗B =

 a11B · · · a1nB
...

...
an′1B · · · an′nB


in Blockmatrixschreibweise.

2. Aufgabe: Tensorprodukte von Darstellungen auf Funktionenräumen

(1) Wir definieren die Abbildung

φ0 : CM ×CN → CM×N

durch (
φ0(f1, f2)

)
(x, y) = f1(x)f2(y)

für alle (x, y) ∈M ×N . Sie ist bilinear:(
φ0(f1 + λf ′1, f2)

)
(x, y) = (f1 + λf ′1)(x)f2(y) = f1(x)f2(y) + λf ′1(x)f2(y)

=

((
φ0(f1, f2)

)
+ λ
(
φ0(f ′1, f2)

))
(x, y)

und analoge Rechnung für das zweite Argument. Nach der universellen Eigenschaft des Tensor-
produktes gibt es also eine lineare Abbildung

φ : CM ⊗CN → CM×N

mit (
φ(f1 ⊗ f2)

)
(x, y) =

(
φ0(f1, f2)

)
(x, y) = f1(x)f2(y).

1



2 MMP II – FS 2017 – PROF. DR. HORST KNÖRRER MUSTERLÖSUNG ZU SERIE 7

Wir zeigen, dass φ ein Isomorphismus ist. Für eine beliebige endliche Menge U und ein Element
u ∈ U bezeichne δu ∈ CU die Funktion

δu(v) =

{
1, falls u = v,

0, falls u 6= v.

Die Funktionen {δu : u ∈ U} bilden für eine beliebige Anordnung eine Basis von CU . Für unsere
Situation bedeutet dies folgendes: Die Vektoren δm⊗ δn bilden für eine beliebige Anordnung von
m ∈M und n ∈ N eine Basis von CM ⊗CN . Ebenso bilden die Vektoren δ(m,n) für eine beliebige

Anordnung von (m,n) ∈M ×N eine Basis von CM×N . Ferner gilt

φ(δm ⊗ δn) = δ(m,n),

weshalb φ ein Isomorphismus ist.
(2) Für m ∈M , n ∈ N , g ∈ G, f1 ∈ CM und f2 ∈ CN gilt

φ

((
ρM ⊗ ρN

)
(g)(f1 ⊗ f2)

)
(x, y) = φ

(
ρM (g)(f1)⊗ ρN (g)(f2)

)
(x, y)

= ρM (g)(f1)(x) ρN (g)(f2)(y)

= f1(g−1x) f2(g−1y)

= φ
(
f1 ⊗ f2

)
(g−1x, g−1y)

=

(
ρM×N (g)φ

(
f1 ⊗ f2

))
(x, y),

also

φ ◦ (ρM ⊗ ρN )(g) = ρM×N (g) ◦ φ

für alle g ∈ G.

3. Aufgabe: Tensorprodukt von Projektionen

In Aufgabe 1 haben wir gesehen, dass das Kronecker–Produkt zweier Matrizen bei gewählter Basis
dem Tensorprodukt der zugehörigen linearen Abbildungen entspricht. (Dies ist analog dazu, dass das
Matrix–Produkt der Komposition von linearen Abbildungen entspricht.)

Für lineare Abbildungen

f : V → V ′, f ′ : V ′ → V ′′

g : W →W ′, g′ : W ′ →W ′′

und Vektoren v ∈ V und w ∈W gilt

(f ′ ⊗ g′)
(

(f ⊗ g)(v ⊗ w)
)

= (f ′ ⊗ g′)(f(v)⊗ g(w)) = f ′(f(v))⊗ g′(g(w)).

Es folgt

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD

wobei A eine (n′′×n′)–Matrix, B eine (m′′×m′)–Matrix, C eine (n′×n)–Matrix und D eine (m′×m)–
Matrix ist.

(1) Es gilt

(P ⊗Q)2 = (P ⊗Q)(P ⊗Q) = PP ⊗QQ = P ⊗Q.

(2) Es gilt

(I − P )2 = I − P − P + P 2 = I − P,

und die Aussage folgt mit Teil (1).
(3) Es gilt

(Q⊗Q)(P ⊗ P ) = QP ⊗QP = 0⊗ 0 = 0.
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4. Aufgabe: Tensorprodukt und Kommutator

(1) Es gilt

[A⊗ Im, In ⊗B] = (A⊗ Im)(In ⊗B)− (In ⊗B)(A⊗ Im) = AIn ⊗ ImB − InA⊗BIm
= A⊗B −A⊗B = 0.

(2) Es gilt

[A⊗ C,B ⊗D] = (A⊗ C)(B ⊗D)− (B ⊗D)(A⊗ C) = AB ⊗ CD −BA⊗DC = 0,

da AB = BA und CD = DC.


