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1. AUFGABE: RECHNEN MIT PAULI-MATRIZEN

Einsetzen und Rechnen.

2. AUFGABE: KREUZPRODUKT UND KOMMUTATOR

Die zu beweisende Gleichung ist linear in x und linear in y. Also geniigt es sie fiir die Standardbasis-
vektoren ey, eo, e3 zu beweisen. Es gilt
3

€; X € = E €ijkCk,

k=1
also mit den Rechenregeln aus Aufgabe 1:
3 3 o 1
k .
Fle; xej) =) eiFler) = Z%k; = o005l = —ilF(e:), F(e;)].
k=1 k=1

3. AUFGABE: SPUR, EXPONENTIALFUNKTION UND TENSORPRODUKT

Es gilt

| —

(A®I+1B)

o~

o0
ABIHEB _ §™
=0

Da A® I und I ® B kommutieren, gilt
1

(A I+I1®B) = (i) (Ao D*(I e B)~F = XZ: (é)Ak ® Bk,

Also

Mit d =1 — k folgt
ARIHI®B _ ZZ k:llAk @Bl =et @b,

Fiir allgemeine Quadratmatrizen gilt

tr(C ® D) = Z(C & D)(i,i’),(i,i’) = Z Ci,iDi/,i/ =trC trD
also

B

treA®THOB — 14 @ eB) = tre? tref.
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4. AUFGABE: SPIN-BAHN-KOPPLUNG

Wir setzen S, = 5(S+ +5-), Sy = 9:(Sy —S5-), Ly = 5(Ly + L_), Ly = 5:(L4y — L_) in H ein und
erhalten

1
H=3(S;®@L +5 ®Li)+S:® L.

) ()

h h
SzeT = 56’% Sz% = —§€¢7 L.Y11 = hY11, L.Y10=0, LYy, 1 =—-hY1 1.

Der Raum C? hat die Basis

Wir berechnen

Dies motiviert, H in der Basis
‘€7m>:e§®yl,mﬂ ng,Jm m:717071

zu betrachten, da zumindest der letzte Summand in H bereits diagonal in dieser Basis ist. Wir rechnen
weiter:

LiY:1=0, L Y= ﬁﬁY1,1, LY, 1= \/iﬁYLo’
L Y11 =v2hY1, L Y1 =20y 4, L.Y1 1 =0,
S+6T = O, S+€J, = heT, S_GT = hei, S_e¢ =0
Es folgt
h? h?
h? h? h?
H| 1,00 =—|],1), H |, 1)=—|1,00 — —]| |, 1),
1.0)= Z51L1) L1) = 51,0 - T
h? h? h?
Ht, -1 =—|1,00——|1,—-1), H||,0) = —|1,-1).
1.-1) = 5 L0 - S -1 1.0 = 72 1-1)

In der Basis

| T) 1>7 I \l/a _1>7 ‘ Ta 0>7 | \Lv 1>7 | Ta _1>7 | \l/a O>
hat H also Blockdiagonalform:

2 2 2 2
diag(h—,h—,h—A h—B), A= ( 0 ﬁ) .B = <1 ﬂ)

27272772 V2 -1 V2 0
Die Matrizen A und B haben beide die Eigenwerte —2,1. Also hat H die Eigenwerte
hj —h?
2 3 9

mit Multiplizitdt 4 und 2.

Interpretation: Der Hilbertraum eines SpinféfTeilchens in R? ist
H=C*@L*(R%).

Wir betrachten ein Elektron im Zentralpotential eines Protons. Sein Hamilton—Operator ist

H:12®<—h2A—62>+a(5 QLy+S, L, +5,®1L,)
c om— x| ) (xppTT T TR TRV Y R

Hier ist § = gc_f der Spin Operator und L = —iha x V der Bahndrehimpulsoperator. Im letzten Term
in H koppelt der Spin an den Bahndrehimpuls, daher der Name der Aufgabe. Die zeitunabhéngige
Schrodingergleichung ist Hy = Ev, d.h. die Eigenwertgleichung fiir H. Da H Differentialoperatoren bein-
haltet, eine Funktion f € L?(R®) allerdings nicht differenzierbar sein muss, ist der Hamilton-Operator
nicht auf ganz H definiert. Man kann ihn jedoch auf einer in ‘H dichten Teilmenge definieren. Wir wollen
dieses Problem hier ignorieren.
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Wir fithren Kugelkoordinaten ein:
n?  0? 20 1 e2 a
H:I(C2® <_2m(8r2+rar+r2A52)_r> +ﬁ(sx®Lx+Sy®Ly+Sz®Lz)
wobei
L, = ih(sin qb% + cot 6 cos ¢8a¢)
L, = zh( — cos gb% + cot 0 sin ¢8a¢>
0
L, =—ih—
i 99
unabhéngig von 7 ist.
Die Kugelfunktionen bilden eine (topologische) Basis von L?(S5?). Es gilt

L*(5%) :@Gl, Gy =span{Yj,, :m=—1,...,1}.
1>0
Auf Gy ist Ag2 = —I(l + 1). Auf dem Untervektorraum
C? @G @ L2((0,00),r%dr) ¢ H

ist also

K92 20 1, &
H:IC2®Ig,®<— ‘ ¢

R (R fl T) 4 (Se®Lo+8,®L,+S.9L.)® %ILQ((OVOOMM

r2

2m (ﬁ ror
Nach Separation der radialen Komponente bleibt die Eigenwertgleichung
(Sa®Ly+Sy®@Ly+ 5, ®L,)u=M\u
flir
ue C*eG,
iibrig, die wir in der Aufgabe fiir [ = 1 behandeln.



