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SERIE 2

1. AUFGABE: GRUPPENAUTOMORPHISMEN UND PRODUKTE VON GRUPPEN

Seien G und H Gruppen.

(1) Einen bijektiven Gruppenhomomorphismus nennt man Gruppenisomorphismus. Wir betrachten
die Menge der Gruppenautomorphismen von G:

Aut(@) :=={¢: G — G : ¢ ist ein Gruppenisomorphismus}

Zeigen Sie, dass Aut(G) unter der Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet.
(2) Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt G x H zusammen mit der Multiplikation

(91, h1)(92, h2) = (9192, h1h2)

eine Gruppe bildet. Sie wird direktes Produkt von G und H genannt und man schreibt dafiir
Gx H.

(3) Sei p : G — Aut(H) ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt
H x G zusammen mit der Multiplikation

(h1,91)(h2, g2) = (h1p(g1)(h2), g192)

eine Gruppe bildet. Sie wird semidirektes Produkt von G und H genannt und man schreibt dafiir
Hx,G.

2. AUFGABE: NORMALTEILER UND FAKTORGRUPPEN

Sei G die Symmetriegruppe eines reguldren Sechsecks, und H die Untergruppe, die aus der Identitat

und den Drehungen um %’T und %’T um den Mittelpunkt des Sechsecks besteht.

(1) Zeigen Sie, dass H ein Normalteiler von G ist.
(2) Zeigen Sie, dass G/H = (Z /27 ) x (Z /2Z).

3. AUFGABE: DIE GRUPPE SO(3)
Wir betrachten die Drehgruppe in drei Dimensionen:
SO(3) ={Ac GL(3,R): ATA=Tdet A =1}
(1) Zeigen Sie, dass SO(3) unter Matrixmultiplikation eine Gruppe bildet.
(2) Zeigen Sie, dass es zu jeder Rotationsmatrix A € SO(3) eine Rotationsachse gibt, d.h. einen

Vektor v € R*\{0} mit Av = v.
(3) Sei v € R*\{0}. Wir definieren Stabilisatoruntergruppe von SO(3) beziiglich v durch

SO@3)y, ={A € S0(3) : Av =v}.

Zeigen Sie:
(a) Fir alle A € SO(3) gilt

SO(3) 4 = ASO(3),A™" := {ARA™' : R € SO(3),}.
(b) Es gilt SO(3), = SO(2).

Hinweis: Sie kénnen verwenden, dass es zu jedem v € R® und jedem w € R® mit ||v|| = ||Jw]|
eine Drehmatrix A € SO(3) gibt, sodass Av = w.
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4. AUFGABE: EINE MATRIX—GRUPPE

Zeigen Sie, dass die Matrizen

ei%w cos 2 ieid);w sin 2
A(¢797¢) = | . ju=e . 29 _jotu 29
e 2 sing e "z cosg

mit ¢,0,¢% € R unter Matrixmultiplikation eine Gruppe bilden. (Die Parameter ¢, 6, werden Euler—
Winkel genannt und bilden Koordinaten auf S3.)

Abgabe am 8./9. Mirz in der Ubungsstunde oder in den Fichern im HG F 27.
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