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SERIE 3

1. Aufgabe: Symmetriegruppe des regulären Tetraeders

Sei G die Symmetriegruppe eines regulären Tetraeders. Zeigen Sie, dass G zur Gruppe S4 der Permu-
tationen von {1, 2, 3, 4} isomorph ist.

2. Aufgabe: Duale Darstellung

Sei G eine Gruppe. Sei (ρ, V ) eine Darstellung der Gruppe G. Sei V ∗ der Dualraum von V .

(1) Zeigen Sie, dass

ρ∗ : G→ GL(V ∗)

g 7→
(
φ 7→ φ ◦ ρ(g−1)

)
, φ ∈ V ∗

ebenfalls ein Darstellung von G ist. Sie heisst die duale oder kontragrediente Darstellung von G.
(2) Sei nun V = Kn mit Standardbasis (e1, . . . , en) und A(g) die Matrix von ρ(g) bezüglich dieser

Basis. Was ist die Matrix von ρ∗(g) bezüglich der zu (e1, . . . , en) dualen Basis (e∗1, . . . , e
∗
n)?

3. Aufgabe: Spezielle Unitäre Gruppe

(1) Zeigen Sie, dass

SU(2) = {A ∈ GL(2,C) : detA = 1, A
T
A = I}

eine Untergruppe von GL(2,C) ist. Ist sie ein Normalteiler?
(2) Zeigen Sie, dass für jedes t ∈ R,(

eit 0
0 e−it

)
∈ SU(2) und

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
∈ SU(2).

4. Aufgabe: Homogene Polynome

Sei Un der Raum der komplexen homogenen Polynome vom Grad n in zwei Variablen z1, z2, d.h. von
Polynomen der Form

p(z1, z2) =

n∑
j=0

ajz
j
1z

n−j
2 .

Der Ausdruck (
ρn(A)p

)
(z) = p(A−1z), A ∈ SU(2), p ∈ Un, z =

(
z1
z2

)
definiert eine Darstellung von SU(2) auf Un.

(1) Zeigen Sie, dass die Polynome

fj(z1, z2) = zj1z
n−j
2 , 0 ≤ j ≤ n

eine Basis von Un bilden.
(2) Bestimmen Sie für j = 0, . . . , n, t ∈ R

ρn(A)(fj) für A =

(
eit 0
0 e−it

)
und A =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
.
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(3) Sei V ⊂ Un ein invarianter Unterraum und

p(z1, z2) =

n∑
j=0

ajfj ∈ V.

Zeigen Sie: Ist ai 6= 0, so ist auch fi ∈ V .
(4) Zeigen Sie, dass die Darstellung ρn irreduzibel ist.

Abgabe am 15./16. März in der Übungsstunde oder in den Fächern im HG F 27.
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