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1. AUFGABE: HEISENBERGGRUPPE

Zeigen Sie, dass

h={ :p.q,c € R}

[N}
oo
(=X SEeY

eine Lie Unteralgebra von gl(3, R) ist, und bestimmen Sie den Kommutator zweier Elemente in §. Finden
Sie eine Matrix Lie Gruppe H, sodass ) = Lie(H).

2. AUFGABE: STRUKTURKONSTANTEN

Sei g eine endliche-dimensionale Lie-Algebra und (vy,...,v,) eine Basis von g. Da [v;,v;] € g gibt es
Skalare ij mit

n
[vi,v;] = Zijvk.
k=1

Die Skalare ij werden Strukturkonstanten von g beziiglich der Basis (v1,...,v,) genannt.

(1) Zeigen Sie, dass die Antisymmetrie und die Jacobi-Identitit der Lieklammer zu den Gleichungen

l 1 _ .o
Cz] + C]z = 0, vl,j, l7
chjc}m +O/?icjl'a +C;'lkczga = 07 Vi,j,/{:,l
a=1

dquivalent sind.
(2) Zeigen Sie, dass die Killing Form x(u,v) = tr(ad, oad,) in der Basis (v1,...,v,) durch

k(v ) = Z C’flCék
ki

gegeben ist.
(3) Zeigen Sie, dass y_,_, Cf; trad(v,) = 0 fiir alle 4, j.

3. AUFGABE: SYMPLEKTISCHE GRUPPE

Die Symplektische Gruppe ist definiert als
Sp(2n) = {A € GL(2n,R) : ATJA = J},

0o -I,
J= (Hn ; )
Als abgeschlossene Untergruppe von GL(2n,R) ist Sp(n) eine Matrix—Lie-Gruppe. Bestimmen Sie ihre
Lie—Algebra.
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4. AUFGABE: DAS KEPLER—PROBLEM

Ein Punktteilchen der Masse m im Gravitationsfeld einer Masse p im Ursprung hat den Phasenraum
P = (R*\{0}) x R®. Seine Bahn

t—(q(t),p(t)) € P

erfiillt nach dem 2. Newtonschen Gesetz die Differentialgleichung

dq(t p(t dp(t q(t
“ O _o0) ), )
dt m dt lla@)ll
Wir betrachten die folgenden Funktionen auf dem Phasenraum P:
r:P—R T : P — R (Kinetische Energie) H : P — R (Totale Energie)
1 1
= T = —|p|I? H = plI? = p———
r(g,;p) = lldl (0,7) = 5l (0,p) = 5l Hap)
L:P —R® (Drehimpuls)  F: P — R* (Lenz Vektor)
q
L{g,p) =qxp F(q,p) = px L(g,p) —m
(a.9) (@.9) = x Lla.p) —mp s
(1) Zeigen Sie, dass H eine Hamiltonfunktion fiir das Kepler—System ist, also
dq(t dp(t
WO _ g, mawpm). B = (v, 00.00)

dquivalent zur Differentialgleichung (x) ist.
(2) Zeigen Sie, dass ¢, p und F(q,p) senkrecht zu L(q, p) stehen.
(3) Zeigen Sie, dass L(q,p), F(gq,p) und H(q,p) konstant entlang Losungen von (%) sind.
(4) Zeigen Sie die folgenden Gleichungen fiir (¢,p) € P bzw. Losungen (q(t), p(t)) von ().

| F(q,p)|I> = 2m||L(g,p)|*H (q,p) + (mpu)?,
F(g,p)-q=|L(g,p)|I* — mur(q,p),
o (dr(q(t),p(1)\? 1
oo = (FERLOY o). )P

H(a(0.0(0) = g TEGED) S a0, -

2mr(q(t),p(t))
Wir betrachten die Funktionen

M@, p(8)”

1 1
A =L+ —— F—-R, k=1,23,
Q(k v —2mH )
1 1
By=-(L F—-R, k=1,23,
k Q(k \/ — QmH )

auf der Menge

E ={(q,p) € P: H(q,p) <0,L(q,p) # 0}.

Sie sind Elemente der Algebra C*°(E) der glatten Funktionen auf E. Die Algebra C*°(E) bildet zusam-
men mit der Poisson—Klammer {—, —} eine Lie Algebra.

(5) Zeigen Sie, dass fiir k,1 =1,2,3

3 3
{Ar, A} = Ay, {Br,Bi} =Y _ ex;Bj, {Ak, Bi} =0
Jj=1 j=1
und schliessen Sie daraus, dass eine zu su(2) x su(2) isomorphe Lie Unteralgebra in C°(FE)
existiert.

Abgabe am 17./18. Mai in der Ubungsstunde oder in den Fichern im HG F 27.



