MMP II — FS 2017 — PROF. DR. HORST KNORRER
SERIE 12

1. AUFGABE: CLEBSCH—GORDAN ZERLEGUNG

Sei p,, die Darstellung von SL(2,C) auf dem Raum der homogenen Polynome vom Grad n in zwei

Variablen, gegeben durch
n(A ) = At <x>
pn(A)f <y) f( y )

Sei x,, der Charakter von p,.
(1) Berechnen Sie

und zeigen Sie, dass xo, X1, X2, - - - linear unabhéngig sind.
(2) Beweisen Sie die Clebsch-Gordan—Formel

Pm & Pn = Pm+n @ Pm+n—2 DD Pm—n

fiir m > n > 0. Verwenden Sie dazu, dass die Darstellungen von SL(2,C) vollstindig reduzibel
sind und dass die p,, — bis auf Isomorphie — die einzigen irreduziblen Darstellungen von SL(2,C)
sind.

2. AUFGABE: HERMITESCHE REZIPROZITAT

Sei p eine Darstellung einer Gruppe G auf dem reellen oder komplexen Vektorraum V. Dann ist das
k—fache Tensorprodukt

PP =p@---®p: G — End(VOF)
eine Darstellung von G auf dem Vektorraum

VR =V® ..
Die symmetrische Gruppe Sy operiert auf V®* durch Permutation der Faktoren: Fiir reine Tensoren
V@ - @u, € VO und o € ), gilt
o1 ® - ®Uk) = Vp-1(1) @ ® Vg—1(k),
was linear auf ganz V®* erweitert wird. Wir betrachten den Untervektorraum Sym"* (V) C V¥ der
symmetrischen Tensoren, deniniert durch
Sym"*(V) = {v € V¥ : gv = v fiir alle o € Si}.
Gelegentlich wird das symmetrische Tensorprodukt auch als Quotientenraum definiert: Sei
Sk(V) =Ver /W
wobei der Unterraum W C V®* durch alle Vektoren der Form (ov —v) mit v € V¥ und o € S}, erzeugt
wird.

(1) Zeigen Sie, dass Sym”*(V) und W invariante Unterriume von V®* beziiglich p®* sind.
Wir wissen also, dass p®* durch Einschrankung bzw. Quotientenbildung Darstellungen

Sym”(p) : G — End(Sym"(V)), S¥(p) : G — End(S*(V))

von G auf Sym* (V) baw. S¥(V) definiert.
(2) Zeigen Sie Sym”(p) = S*(p).
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Sie kénnen im Folgenden mit der Konstruktionen des Symmetrischen Tensorproduktes Ihrer Wahl arbei-
ten. Sei nun G = SL(2,C) und p = pj, die Darstellung auf dem Raum V' = U}, der homogenen Polynome
in zwei Variablen vom Grad k.

(3) Zeigen Sie S*(p1) = pr, und geben Sie den Isomorphismus S*(U;) — Uy explizit an.

(4) Zeigen Sie S*(p;) = S (pp).

3. AUFGABE: INDUZIERTER HOMOMORPHISMUS
Der in der Vorlesung betrachtete Homomorphismus
¢:SU(2) = SO(3)
erfiillt
¢(H cos(0/2) — i(nyo1 + naoa + n303) Sin(9/2)) = R(n,0),

wobei R(n,0) die Drehung des R* um die Achse n € R® mit |n| = 1 um den Winkel 6 ist und

0 1 0 —i 1 0
=) =) n=(0 %)
die Pauli-Matrizen sind.
(1) Verwenden Sie dies, um den induzierten Homomorphismus
@ : su(2) — 50(3)

zu berechnen.
(2) Zeigen Sie su(2) = so(3).
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