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Hinweise
Priifungsdauer: 2 Stunden.

Hilfsmittel: ein Worterbuch

Bitte beachten Sie folgende Punkte:

e Die Priifung besteht aus diesem Deckblatt, einem Blatt mit 5 Aufgaben,
und einer beiliegenden Formelsammlung.

e Tragen Sie jetzt Ihren Namen und Ihre Legi-Nummer in das Deckblatt
ein.

e Lesen Sie zuerst alle Aufgaben durch. Verweilen Sie nicht zu lange bei
einem Aufgabenteil, der Thnen Schwierigkeiten bereitet.

e Legen Sie Thre Legi offen auf den Tisch.

e Schreiben Sie nicht mit Bleistift, rotem oder griinem Kugelschreiber. Kein
Tipp-Ex!

e Bei der Bewertung wird jede Aufgabe gleich gewichtet. Die maximale
Punktzahl jeder Aufgabe ist 16.

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt und schreiben Sie auf
jedes Blatt Thren Namen. Lassen Sie am Rand geniigend Platz fiir die
Korrekturen.

e Die Reihenfolge der Bearbeitung der Aufgaben ist freigestellt.
e Alle Losungsschritte miissen ausreichend begriindet werden.

e Geben Sie pro Aufgabe nur eine Losung ab.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1. Bei jeder Aussage kreuzen Sie auf dem Aufgabenblatt an, ob sie wahr
(W) oder falsch (F) ist (2 Punkte fiir jedes richtig gesetzte Kreuz).

a) Alle komplexen irreduziblen Darstellungen der Diedergruppe D5 (der Iso-
metriegruppe eines reguliren Fiinfecks) sind eindimensional.

wO FO
b) Jede 5-dimensionale komplexe Darstellung von SU(2) ist irreduzibel.
WO FO

c) Es gibt keine irreduzible Darstellung von SO(3) auf einem 6-dimensionalen
komplexen Vektorraum.
wO FO

d) Jede endlichdimensionale komplexe Darstellung der symmetrischen Grup-
pe S, ist vollstandig reduzibel.

WO FOOI
e) Die Lorentzgruppe O(1,3) ist zusammenhéngend.
waO FO
f) Fiir alle 2 x 2-Matrizen A, B gilt: exp(A) exp(B) = exp(4 + B).
WO FOO
g) Die Lie-Algebra der orthogonalen Gruppe O(n) besteht aus allen reellen
n x n-Matrizen A = (aj;), so dass a;; = —ay; fir alle 4,5 =1,...,n.
waO FO

h) Die n x n-Matrizen mit Determinante 1 bilden eine Lie-Algebra mit Lie-
Klammer [A, B] = AB — BA.
wOd FO

Aufgabe 2. Sei V ein komplexer Vektorraum mit Basis ej,...,eq und Cy =
{1,g,¢% ¢*} die zyklische Gruppe der Ordnung 4 mit Erzeuger g.

a) Zeigen Sie, dass p(g)e; = e;ir1, ¢ = 1,2,3, p(g)es = ey eine Darstellung
p: Cy — GL(V) definiert.

b) Zerlegen Sie V in eine direkte Summe von irreduziblen Unterdarstellungen.

c) Sei

N W s =
Wk = N
== N W
— N W o

Zeigen Sie, dass p(g)A = Ap(g) und finden Sie die Eigenwerte von A.



Aufgabe 3. Die alternierende Gruppe A4 = {o € Sy |sign(o) = 1} ist die Gruppe
der geraden Permutationen von vier Elementen (diese Gruppe hat |A4] = 4!/2 =
12 Elemente: die Identitét, die zyklischen Permutationen von 3 Elementen (123),
(124), (134), (234), ihre Inversen und die Transpositionen von disjunkten Paaren
(12)(34), (13)(24), (14)(23)).

a) Sei p: Ay — GL(4,C) die durch p(o)(21,...,24)" = (Zo-1(1)s 5 z071(4))T,
o € Ay, definierte Darstellung. Bestimmen Sie ihren Charakter x,.

b) Zeigen Sie, dass p einen eindimensionalen invarianten Unterraum hat.

c) Berechnen Sie (x,, x,) = ﬁ > vea, [Xp(0)[? und zeigen Sie, dass Ay eine

dreidimensionale irreduzible Darstellung hat.

d) Finden Sie die Dimensionen aller irreduziblen Darstellungen von Ay.

Aufgabe 4. Es bezeichne V,,, mit Basis vy, ..., v, gegeben durch v; = Fiy fiir
j=1,...,n, die (n + 1)-dimensionale irreduzible Darstellung von su(2).

a) Welche irreduziblen Darstellungen kommen in der Zerlegung von V; ® Vi ®
V1 vor und mit welcher Vielfachheit?

Hinweis: Die Abbildung v ® (v ® w) — (v ® v) & (u ® w) definiert einen
Isomorphismus von Darstellungen U® (V@ W) - (U® V)@ (U W) fiir
alle su(2)-Darstellungen U, V, W.

b) Geben Sie eine Basis des zu V3 dquivalenten invarianten Unterraums von
VieVi®V an.

Aufgabe 5. Sei U die Menge der 3 x 3-Matrizen A = (a;;) € Mat(3,R), so dass
azy = azz = agz = 0.

a) Zeigen Sie, dass U ausgestattet mit der Klammer [A, B] = AB — BA eine
Lie-Algebra ist.

b) Finden Sie eine Lie-Untergruppe von GL(3,R), deren Lie-Algebra U ist.



