Dr. V. Gradinaru Herbstsemester 2017 ETH Ziirich

T. Welti . D-MATH
Lineare Algebra fiir D-ITET, D-MATL, RW

Serie 12

Aufgabe 12.1
Multiple Choice: Online abzugeben.

12.1a)  Sei A eine n x n-Matrix. Das Gleichungssystem Ax = b sei nicht fiir beliebige rechte Seiten
losbar. Daraus folgt

(i) det A =0, (i) det A # 0.

12.1b)  Sei A eine n x n-Matrix. Das homogene Gleichungssystem Az = 0 habe nur die triviale Losung.
Daraus folgt

(i) det A =0, (ii) det A # 0.

12.1¢) Sei M eine orthogonale Matrix. Daraus folgt

(i) det M # 0, (i) det M = 0, (iii) det M = =+1.

12.1d) Die LR-Zerlegung angewandt auf die Matrix A liefert die Rechtsdreiecksmatrix

1 0 21
Ry o5
0 0 06
Daraus folgt det A = 60.
(1) Richtig. (i1) Falsch.

12.1e) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix A im folgenden Gleichungssystem
Ax =1

-z + T2 =

axr; + 2z = 1

(i) det A = —1, (ii) det A =a+2, (i) det A = —a —2.
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12.1f) Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystemes aus Aufgabe 12.1e)

—X1 + Tro = 2
axry + 2z = 1
ist fiir « = —2:
(1) die leere Menge, (i) z1 =t—2, z0=1t, VteR.
(i) 1 = —3/4, zo=5/4,
Aufgabe 12.2
Die Runge-Funktion ist definiert durch
fla) =
T)=—-s.
1+ 22

Wir wollen diese Funktion auf dem Interval [—5, 5] mit einem Polynom P,,(x) von Grad n approximieren.
Wir fordern, dass P,, die Funktion f an m gleichmissig in [—5, 5] verteilten Punkten x; moglichst gut
approximiert und schreiben dies als lineares Ausgleichsproblem der Form

Ac = b, (12.2.1)

wobei c die n 4 1 Koeffizienten des Polynoms P, sind.
12.2a) Bestimmen Sie die Matrix A und die rechte Seite b.

12.2b) Wie konnen Sie das lineare Ausgleichsproblem mit Hilfe der () R-Zerlegung von A 16sen? Be-
schreiben und begriinden Sie das Vorgehen.

12.2¢) Ergidnzen Sie die MATLAB-Funktion runge_lstsqg.m, die die Losung des Ausgleichsproblems
(12.2.1) fiir beliebige m und n mit m > n + 1 berechnet. Plotten Sie anschliessend mithilfe der Funktion
runge_diff _degrees.m die Losung fiir Grad 2 < n < 13 und m = 20.

Aufgabe 12.3

12.3a) Losen Sie das Eigenwertproblem zu der folgenden Matrix, das heisst, bestimmen Sie alle Eigen-
werte und ihre algebraischen Vielfachheiten, sowie die zugehorigen Eigenrdume mit den geometrischen
Vielfachheiten:

-1 -5 -5
A=1-2 9 5
1 -6 -2

12.3b) Losen Sie das Eigenwertproblem zu der folgenden Matrix:

-3 0 0
B=1| 2 3 -5
5 2 1

12.3¢) Uberpriifen Sie Ihr Resultat von Teilaufgaben 12.3a) und 12.3b) in MATLAB.

Hinweis: [V, D] = eig(C) gibt die Eigenwerte der Matrix C in der Diagonalen von D und zugehorige
Eigenvektoren in den Spalten von V zuriick.
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Aufgabe 12.4

Sei A die 3 x 3-Matrix

-4 5 =5
A= 5 2 1
-5 1 2

12.4a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A mit Hilfe der MATLAB Funktion eig.
12.4b) Losen Sie mit MATLAB das Eigenwertproblem fiir A~!, A% und A3. Was stellen Sie fest?

12.4c) Beweisen Sie nun, dass fiir eine beliebige n x n-Matrix M mit Eigenwert A\ und zugehorigem
Eigenvektor « Folgendes gilt:

(i) A ist ein Eigenwert von M* (k € N) und 2 ein zugehériger Eigenvektor.

(ii) Ist M invertierbar, so ist 1/ ein Eigenwert von M ~! und x ein zugehériger Eigenvektor.

Aufgabe 12.5

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung ¢ = Ay, wobei
010
A=1|(1 1 1}.
010
12.5a) Diagonalisieren Sie die Matrix, das heisst, bestimmen Sie eine Transformationsmatrix 7" und eine

Diagonalmatrix D, so dass A = TDT 1.

12.5b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung, indem Sie die neuen Variablen
x(t) = T~ 1y(t) einfiihren.

Hinweis: Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung der Form Z = az ist gegeben durch z(t) =
ce® mit einer Konstanten c. Zum Beispiel gilt fiir a = —2: Die Differentialgleichung ? = —2z hat die
Losung z(t) = ce~2!, wobei die Konstante c aus der Anfangsbedingung zp = z(0) = ¢ bestimmt werden

kann.

12.5¢) Bestimmen Sie die spezielle Losung zu den Anfangsbedingungen
1
y(0) = (2.
0

12.5d) Bestimmen Sie alle Anfangsbedingungen 1 (0),y2(0), y3(0), fiir welche die zugehorigen Losun-
gen y1 (), y2(t),ys(t) gegen Null streben fiir ¢ — +o0.

Abgabe:

In der Woche vom 18. Dezember 2017 in den jeweiligen Ubungen beim zugeteilten Assistenten.
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Freiwillige Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind vollkommen freiwillig zu 16sen und sind kein direkter Priifungsstoff. Sie sind
ausschliesslich fiir diejenigen gedacht, die sich weitere und vor allem auch schwierigere Ubungsaufgaben
wiinschen.

Aufgabe 12.6 Lineare Regression in der Signalverarbeitung

Die lineare Ausgleichsrechnung spielt auch eine grosse Rolle in der modernen Signalverarbeitung, zum
Beispiel, wenn es um das Ausmessen von Ubertragungskaniilen geht. Man erhiilt auf diese Weise etwa die
Werte fiir die Gewichte in der Point-Spread-Function, die die Verzerrung von Pixelbildern in optischen
Ubertragungssystemen beschreibt. In dieser Aufgabe behandeln wir aber einen einfacheren, “eindimensio-
nalen” Fall, nimlich die Storung eines zeitdiskreten Signals bei der Ubertragung.

Wir betrachten ein zeitdiskretes Signal, welches gegeben ist durch die Folge von Werten 1, ..., 2,
m € N, die die Signalamplituden zu festen Abtastzeitpunkten angeben. Diese Signale werden durch einen
linearen Ubertragungkanal (in Abbildung 12.1 mit einem blauen Pfeil symbolisiet) geschickt, wobei vorher
und nachher “Funktstille” herrscht.

Y3
3

Abbildung 12.1: Ubertragungskanal und zeitdiskrete Signale auf Senderseite (links) und Empfingerseite
(rechts)

Leider ist der Kanal nicht perfekt, so dass sich zeitlich benachbarte Signalwerte gegenseitig beeinflussen,
ein Phinomen, das man als Ubersprechen bezeichnet. Daher besteht das am anderen Ende des Kanals
empfangene Signal aus einer anderen Folge von Werten y1, . .., Ym.

Der Zusammenhang zwischen dem empfangenen und gesendeten Signal ist ndherungsweise gegeben durch
Yi :Bxi—1+axi+5xi+lu L= 17"')m7 (1261)
wobei wir annehmen, dass gilt zg = x,,1 = 0.

Die Aufgabe besteht nun darin, die unbekannten Ubersprechparameter o und 3 aus den gemessenen Signa-
len zu ermitteln und zwar durch Losen eines iiberbestimmten linearen Gleichungssystems mit der Methode
der kleinsten Quadrate aus der Vorlesung.

12.6a) Stellen Sie das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem fiir das Schitzproblem auf.

Hinweis: Die Herausforderung besteht darin, die Koeffizientenmatrix A, die Unbekannten = und die rechte
Seite b aus (12.6.1) richtig zu identifizieren. Dabei ist Vorsicht geboten, denn die Notation in (12.6.1) kann
leicht in die Irre fiihren; die x; sind keine Unbekannten!
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12.6b) Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion
function [beta, alpha] = CrosstalkChannel (x, V),

welche fiir die Eingabedaten x1, . .., x,, und y1, . . . , Yn, , reprasentiert durch die Spaltenvektoren x und v,
die Werte fiir o und 3 aus (12.6.1) im Sinne der kleinsten Quadrate bestimmt.

12.6¢) Geben Sie die Normalengleichungen fiir das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem aus Teilauf-
gabe 12.6a) an.

12.6d) Fiir welche Signale x1, o, ..., x,, konnen wir keine eindeutige Kleinste-Quadrate-Losung erwar-
ten? Hier geben theoretische Resultate aus der linearen Algebra dem Ingenieur Hinweise darauf, wie der
die Messung durchzufiihren hat.

Hinweis: Erinnern Sie sich an eine Bedingung an die Systemmatrix, die die Eindeutigkeit der Kleinste-
Quadrate-Losung sicherstellt.

Uberlegen Sie sich dann, wann die Matrix des iiberbestimmten Gleichungssystems aus Teilaufgabe 12.6a)
keinen vollen Spaltenrang hat. Dies fiihrt auf ein Eigenwertproblem.

Um Eigenvektoren zu finden, probieren Sie schliesslich Eingangssignale der Form

14
xgz(a,‘?);”:leRm, te{l,...,m} mit xﬁ::sin(ﬂmj_{_l), j=1,....,m.

Aufgabe 12.7 Lineare Rekursion: Das Riauber-Beute-Modell

Eine Anwendung linearer Rekursionen ist die Vorhersage der dynamischen Entwicklung der Altersstruktur
einer Population. Dariiber hinaus sind lineare Rekursionen sehr wichtig fiir die mathematische Modellie-
rung von Populationsdynamik, denn die natiirlichen Rhythmen von Tag und Nacht und Jahreszeiten legen
eine Entwicklung in Zeitschritten nahe.

Um qualitative und quantitative Vorhersagen aus solchen Modellen zu treffen, ist die Diagonalisierung der
Rekursionsmatrix das entscheidende Hilfsmittel. Dieses Werkzeug stellt die lineare Algebra bereit.

Wir betrachten ein zeitdiskretes Réuber-Beute-Modell, welches reprisentiert wird durch die parameter-
abhingigen Rekursionsgleichungen

3 1
Pk+1 = gpk + gQIm
¢ ~» k€N, (127.1)
Qk+1 = —apg + nga

wobei p; die Population der Réuber und ¢, die Population der Beute zum Zeitpunkt ¢;, darstellt, und in
Abhingigkeit vom reellen Parameter v € [0, 1]. Offensichtlich impliziert das Modell (12.7.1)

e cin exponentielles Wachstum der Beutepopulation, wenn keine Réuber vorhanden sind (Koeffizient
2
e cine exponentielle Abnahme der Réauberpopulation, falls es keine Beutetiere gibt (Koeffizient %),

e cin reduziertes Wachstum oder sogar ein Schrumpfen der Beutepopulation in Gegenwart von vielen
Riubern (Koeffizient —a),
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e cine weniger starke Abnahme oder sogar eine Zunahme der Rauberpopopulation, wenn viele Beute-
tiere vorhanden sind (Koeffizient %).

Zum Zeitpunkt ¢, seien die Anfangswerte gegeben durch (pg, qo) € R?.
12.7a) Stellen Sie das Rduber-Beute Modell in der Form einer linearen Rekursion geméss
2F Tl = Ak (12.7.2)
dar, wobei A € R%2%2, 2% ¢ R2 fiir alle k € N.
12.7b) Fiir welche(n) Wert(e) von « gibt es [5)] # 0 so, dass pi, = pp und gqx = qo fiir alle k € N?

Hinweis: Natiirlich muss man nur herausfinden, wann p; = pg und ¢; = gg. Die Berechnung von Eigen-
werten ist fiir diese Teilaufgabe nicht notwendig.

12.7¢) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A in Abhingigkeit des Parameters « € [0, 2%).

12.7d) Analysieren Sie das Verhalten von (py, gx) fiir ¢z — oo in Abhingigkeit des reellen Parameters
a > 0. Fiir welche Werte von o > 0 gilt pz + q,% < oo fiir alle £ € N und alle Startwerte (po, ¢o) € R??

Hinweis: Man hat die Betrige aller Eigenwerte der Rekursionsmatrix in Abhédngigkeit vom Parameter zu
inspizieren.

12.7e) Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion
function [p,q] = raeuber_beutemodell( alpha ),

welche einen konkreten reellen Wert o« > 0 als Eingabe nimmt und das Verhalten des Rauber-Beute
Modells iiber eine lange Zeitdauer [0,¢100] simuliert, wobei t;, = 0.1 - k. Als Startwerte wihlen wir
o _ |300
~ 1600
zuriickgeben. Uberpriifen Sie so Thre Berechnungen in Teilaufgabe 12.7d).

} . Die Funktion soll die Werte fiir pg, g liber diesen Zeitraum plotten und z100 — [qigg}

Aufgabe 12.8 Die Spur diagonalisierbarer Matrizen

In dieser Aufgabe lernen wir eine spezielle Funktion auf dem Raum der quadratischen Matrizen kennen,
die Spur. Sie steht in enger Beziehung zum Spektrum einer Matrix.

Die Spur einer quadratischen Matrix M € R™*" ist definiert als

Spur M :=> (M), ;. (12.8.1)
j=1

12.8a) Bestimmen Sie die Dimension des Unterraums

U:={MeR" : Spur M =0} CR™".

Hinweis: Sie konnen U als Kern einer “Matrix” charakterisieren. Dann sieht man, dass diese Matrix nur
ein Zeilenvektor ist.
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12.8b) Zeigen Sie, dass gilt

Spur BC = SpurCB, VB, C e R"™". (12.8.2)

12.8¢) Sei A € R™*™ diagonalisierbar, mit

A= Sdiag(\i, ..., A\y) ST, (12.8.3)

=:D

wobei S € R™*™ invertierbar ist. Zeigen Sie, dass gilt

Spur A=), (12.8.4)
j=1

Bemerkung: Die Identitit (12.8.4) bietet ein niitzliches Hilfsmittel zur Uberpriifung der Korrektheit von
berechneten Eigenwerten.

Hinweis: Verwenden Sie Teilaufgabe 12.8b).

Aufgabe 12.9 Fourier-Matrizen

Die Tatsache, dass selbst reelle Polynome komplexe Nullstellen haben kdnnen, zwingt uns dazu, im Zusam-
menhang mit der Diagonalisierung von Matrizen in C zu rechnen. Das ist auch einer der tieferen Griinde
fiir die grosse Bedeutung komplexer Zahlen in Wissenschaft und Technik. Machen Sie also nicht Ihren
Mathematikprofessor dafiir verantwortlich, dass Sie sich mit komplexen Zahlen herumschlagen miissen,
sondern die Weigerung mancher reeller Polynome, ausschliesslich reelle Nullstellen zu haben.

Eine sehr wichtige Familie komplexer Matrizen sind die Fouriermatrizen F;, = (F}})},_, € C"*",n € N,
definiert durch

Fy = exp<2nm(k -1 - 1)) , 1<kil<n.
Dabei bezeichnet i € C die imaginire Einheit (i2 = —1).
12.9a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt, dass
FER, =n.1,,

wobei das hochgestellte H die komplex konjugierte Transponierte einer Matrix bezeichnet (die hermitesch
Transponierte).

Hinweis: Aus der Analysis sollten die folgenden Rechenregeln fiir die komplexe Exponentialfunktion

bekannt sein:
exp(2mik) =1 fiirjedes k € Z ,

exp(kz) = (exp(2))* firallek € Z, z € C,
exp(z) = exp(z) firallez € C.

Erinnern Sie sich ausserdem an die geometrische Summenformel

¢ = firalleqe C\ {1}, neN.
q
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12.9b) Mit welcher komplexen Zahl muss man F}, multiplizieren, um eine unitdre Matrix zu erhalten?

12.9¢) Es bezeichne e(¥) € R” den k-ten Einheitsvektor. Die zyklische Permutationsmatrix P, € R™ "
ist definiert durch
P, =[e® B . e o) ()]

I 9

Zeigen Sie, dass diese Matrix durch die Fouriermatrix diagonalisiert wird, dass es also eine Diagonalmatrix
D € C™*™ so gibt, dass
P.F,=F,D.

Bestimmen Sie auch die Diagonaleintrige von D.

Hinweis: Erinnern Sie sich daran, dass AS = SD, D = diag(A1, ..., A,), genau dann wenn die Spalten
st 1=1,...,n,von S erfiillen, dass

Ast=Ns', 1=1,...,n.

Aufgabe 12.10 Orthogonalitiit von Eigenvektoren normaler Matrizen

Satz 7.4 im Buch garantiert die lineare Unabhizngigkeit von Eigenvektoren einer Matrix A € C™*", die zu
verschiedenen Eigenwerten von A gehoren. Fiir eine spezielle Klasse von Matrizen, ndmlich die normalen
Matrizen, kann man eine viel stirkere Aussage einfach beweisen, ndmlich den folgenden Satz:

Satz. Erfiillt die Matrix A € C"*" die Bedingung
AAT = AH A (12.10.1)

ist sie also vertauschbar mit ihrer konjugiert Transponierten A’?, so sind jeweils zwei Eigenvektoren,
die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, orthogonal.

Beachten Sie, dass wir in dieser Aufgabe konsequent mit komplexen Matrizen und Vektoren rechnen.

12.10a) Zeigen Sie, dass fiir eine Matrix, die (12.10.1) erfiillt, gilt:
Kern(A) = Kern(A) .

Hinweis: Verwenden Sie die Rechenregeln fiir das Standard-Skalarprodukt in C™.

12.10b) Zeigen Sie, dass aus der Eigenschaft (12.10.1) der Matrix A € C™*™ folgt:
(A= AL)(A =M = (A=) (A -\, firalle AeC.

Hinweis: Fiir komplexe Matrizen gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir reelle Matrizen.

12.10c) Beweisen Sie, dass jeder Eigenvektor von A auch ein Eigenvektor von A’ ist und umgekehrt.

Hinweis: Aus der Definition von Eigenvektoren wissen wir, dass sie Elemente des Kerns von bestimmten
Matrizen sind. Diese Matrizen sind uns bereits in der vorherigen Teilaufgabe begegnet. Geht Thnen ein
Licht auf? Teilaufgabe 12.10a)!

12.10d) Beweisen Sie nun den obigen Satz unter Verwendung des Ergebnisses von Teilaufgabe 12.10c).

Hinweis: Orthogonalitidt von zwei Eigenvektoren v; und ve zu den Eigenwerten \; und Ao bedeutet:
(v1,v2) = 0. Wir wissen A1 # Aq. Es geniigt also, A1 (v1,v2) = Aa(v1, v2) zu zeigen.
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